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Povzetek
Delo predstavlja sistemati£en pregled matemati£ne teorije, povezane z vsoto kva-
dratov, od zelo osnovnih deﬁnicij do dokaza Bacheteve domneve. Razvoj re²itve
problema vsote ²tirih kvadratov je predstavljen tudi z zgodovinskega vidika, od pr-
vih domnev starogr²kih matematikov pa vse do zadnjih dognanj dvajsetega stoletja.
Sum of Squares
Abstract
The work is a systematic overview of the mathematical theory associated with the
sum of squares, from very basic deﬁnitions to the evidence of Bachet's conjucture.
The development of a solution to the problem of the sum of four squares is also
presented from the earliest assumptions of the ancient Greek mathematicians until
the last twentieth century ﬁndings.
Math. Subj. Class. (2010): 11-XX, 11Exx, 11E25, 12-XX, 12Dxx, 12D15
Klju£ne besede: vsote kvadratov, Bachetova domneva, Lagrangeev izrek, Jacobi-
jev izrek
Keywords: sum of squares, Bachet conjuncture, Lagrange's theorem, Jacobi four
square theorem
1. Uvod
Odkar poznamo ²tevila, smo ljudje v njih iskali globlji oziroma univerzalni pomen.
Osnovna mnoºica ²tevil so naravna ²tevila N, ki je urejena, ima najmanj²i element,
²tevilo 1, delimo pa jih na soda in liha.
Prvi znani zapisi matemati£nih problemov in re²itev s ²tevili segajo v 6. stoletje
pr. n. ²t., in sicer do starogr²kega matematika Pitagore, za njim pa vrsta njegovih
u£encev, kot na primer utemeljitelj ²ole matematike Evklid (3. stoletje pr. n. ²t.) in
kasneje Eratosten (2. stoletje pr. n. ²t.). Splo²na matemati£no-ﬁlozofska teza Pita-
gorejcev, u£encev Pitagore, je bila Vse je ²tevilka! Teorija ²tevil, ki v samem bistvu
preu£uje lastnosti naravnih ²tevil, se tako ²teje za eno najstarej²ih vej matematike.
Za njimi je ²tevila preu£eval Diofant iz Aleksandrije (3. stoletje). Njegovo delo
Aritmetika, z elegantno re²enimi 150 nalogami, predstavlja za£etke teorije ²tevil.
Dejansko se dana²nja numeri£na teorija ²tevil, po zadnjih dognanjih zgodovinar-
jev, povezuje s sedmim, osmim ter devetim zvezkom zbirke starogr²ke matemati£ne
znanosti Elementi, ki jih pripisujejo Evklidu. Njegovo delo je znano predvsem v
geometriji, dejansko pa je napisal tri zvezke samo za ²tevila.
Po Diofantu se je s propadom Aleksandrije okrog leta 641, centrom helenisti£ne
kulture in znanosti v tedanjem svetu, ve£ina u£enjakov s svojimi ²olami umaknila
v Konstantinopel. Matematika in ﬁlozoﬁja sta se lo£ili, del znanja se je pri tem
izgubilo, samo preu£evanje ²tevil pa ve£inoma zamrlo. So se pa s ²tevili na razli£nih
koncih sveta ukvarjali Brahmagupta (okrog leta 625), Alcuin (735804), Thabit ibn
Kurrah (826901) ter nato tri stoletja kasneje Fibonacci (11801250). Za njim se
cela ²tiri stoletja s ²tevili ni ukvarjal nih£e (vreden omembe v pisnih virih)!
Ko so leta 1453 Turki zavzeli Konstantinopel, so u£enjaki svoje znanje in knjige
prenesli na zahod. Tako je kopijo Diofantove Aritmetike, ki je v knjiºnico pri²la
s prebeºniki, leta 1462 v Vatikanski knjiºnici na²el u£enjak Johannes Müller. e-
prav je knjigo ozna£il kot najpomembnej²e delo v aritmetiki, prevoda kljub trudu
ni do£akal  vsebina knjige je skrita pred javnostjo £akala svoj prevod. Prvi latinski
prevod knjige z naslovom Arithmetica je pripravil nem²ki matematik Wilhelm Holz-
mann leta 1572. Tako je knjiga kon£no postala dostopna ²ir²emu krogu evropskih
matematikov. Kopijo Arithmetice si je Jezuit Claude Gaspard Bachet (15811638)
izposodil neposredno od Holzmana.
Bachet je vsebino dopolnil z gr²kim izvirnikom in v prevod vklju£il tudi nekaj
svojih matemati£nih dognanj, med drugim brez dokaza tudi izrek (domnevo), da se
da vsako naravno ²tevilo zapisati kot vsoto ²tirih kvadratov. Posodobljeno izdajo
z latinskim prevodom ter gr²kim izvirnikom so natisnili leta 1612. Tako se je no-
vodobna teorija ²tevil v Evropi kon£no lahko za£ela razvijati v za£etku 17. stoletja
s prevedeno, posodobljeno in dopolnjeno izdajo Diofantove Aritmetike matematika
Bacheta.
Razvoj metod za re²evanje diofantskih ena£b in drugih problemov teorije ²tevil je
po Bachetovi objavi prevoda Aritmetike nadaljevalo mnogo odli£nih matematikov.
Med drugimi tudi zvene£a imena, kot so Pierre de Fermat (16011665), Gottﬁed
Leibniz (16461716), Christian Goldbach (16901764), Leonhard Euler (18071783),
Edward Waring (17341798), Joseph Louis Lagrange (17361813), Adrien Marie
Legendre (17521833), Carl Friderich Gauss (17771855), Karl Gustav Jacobi (1804
1851), Peter Gustav Dirichlet (18051859), Joseph Liouville (18091882) in ²e mnogi
drugi sloviti matematiki [2].
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Kljub temu, da je Euler celih 40 let iskal dokaz Bachetove domneve in je dejan-
sko pripravil skoraj vso teorijo za sam dokaz, mu dokaza kljub vsemu ni uspelo
konstruirati. Euler je posku²al Bachetovo domnevo re²iti kot posplo²itev re²itve za
vsoto dveh kvadratov. Na osnovi Eulerjevih dognanj (Eulerjeve identitete za ²tiri
kvadrate) je Lagrange prvi uspel dokazati in objaviti dokaz za Bachetovo domnevo
leta 1770.
Namen diplomskega dela je preu£iti problem vsote kvadratov z vidika teorije ²te-
vil, zato smo si za cilj postavili predstaviti dokaz Bachetove domneve na razumljiv
in preprost na£in. Poleg samega dokaza bomo izpeljali vsa potrebna matemati£na
orodja za sam dokaz in tudi izpeljali kriterije, kdaj je dano naravno ²tevilo vsota
treh oziroma dveh kvadratov. Ker pri tem klju£no vlogo igrajo kongruence in teorija
kvadratnih ostankov, bomo za potrebe vseh dokazov predstavili tudi njihove osnovne
deﬁnicije in lastnosti. Obravnavali bomo tudi Jacobijev izrek, ki podaja eksplici-
tno formulo za ²tevilo na£inov, na katere lahko napi²emo dano naravno ²tevilo kot
vsoto ²tirih kvadratov. Na koncu bomo predstavili izpeljan ra£unalni²ki algoritem
in dobljene rezultate.
2. O ²tevilih in deljivosti
Teorija ²tevil se ukvarja s preu£evanjem ²tevil in njihovih lastnosti. Osnovna
mnoºica ²tevil, za katera bomo opisovali njihove lastnosti ter zakonitosti, bo mnoºica
naravnih ²tevil N. e posebej ne poudarimo tipa ²tevil v deﬁnicijah in izrekih, bomo
na mnoºico naravnih ²tevil N gledali kot na privzeto mnoºico ²tevil.
Ker dokazi za vsoto ²tirih kvadratov in vsa za to potrebna matemati£na orodja
zahtevajo osnovno razumevanje kongruenc in teorije kvadratnih ostankov, moramo
najprej povedati nekaj o deljivosti ²tevil. Pri tem bomo sledili [4].
Deﬁnicija 2.1 (Deljivost). Pravimo, da ²tevilo d deli ²tevilo a, kar ozna£ujemo z
d | a, £e obstaja ²tevilo k, za katero velja a = kd.
Deﬁnicija 2.2 (Najve£ji skupni delitelj). Najve£ji skupni delitelj dveh naravnih
²tevil a in b je najve£je ²tevilo d, ki hkrati deli ²tevili a in b, torej d | a in d | b, ter
£e obstaja ²e eno ²tevilo c, ki tudi deli ²tevili a in b, torej c | a in c | b, potem velja
c ≤ d. Najve£ji skupni delitelj ozna£ujemo z d = D(a, b).
Deﬁnicija 2.3. tevili a in b sta si tuji, £e velja D(a, b) = 1.
Izpeljimo ²e nekaj osnovnih lastnosti.
Izrek 2.4. e d | a in d | b, potem d deli tudi njuno poljubno linearno kombinacijo,
torej d | (ar + bs) za poljubni ²tevili r in s.
Dokaz. Ker d | a in d | b, po deﬁniciji deljivosti velja, da obstajata ²tevili k in j, za
kateri velja a = kd in b = jd. Potem je ar + bs = kdr + jds = (kr + js)d, torej
d | (ar + bs). 
Izrek 2.5. e za ²tevili a in b velja D(a, b) = d, potem velja tudi D(a
d
, b
d
) = 1.
Dokaz. Naj bo D(a
d
, b
d
) = c. Potem vemo, da velja c | a
d
in c | b
d
. Zato obstaja ²tevilo
r, za katero je cr = a
d
, in ²tevilo s, za katero podobno velja cs = b
d
. Sledi, da je
a = (cd)r in b = (cd)s. To pa pomeni, da je ²tevilo cd skupni delitelj ²tevil a in b,
ki pa po deﬁniciji ne more biti ve£ji od najve£jega skupnega delitelja. Zato mora
veljati cd ≤ d oziroma c ≤ 1. Po predpostavki pa c je najve£ji skupni delitelj, zato
mora biti nujno ve£ji ali enak ena. Sledi sklep, da je c = 1. 
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Izrek 2.6 (O deljivosti). Naj bosta a in b, a ≥ b, naravni ²tevili. Potem obstajata
enoli£no dolo£eni naravni ²tevili q in r, za kateri velja a = bq + r in 0 ≤ q ter
0 ≤ r < b.
Dokaz. Ker je a naravno ²tevilo, lahko konstruiramo kon£no neprazno urejeno mnoºi-
co naravnih ²tevil {a, a− b, a− 2b, a− 3b, . . . }. Vzemimo, da je najmanj²i element
te mnoºice r = a − qb. O£itno je r ≥ 0, saj so v mnoºici samo naravna ²tevila, po
drugi strani pa tudi vidimo, da je r < b. Namre£, £e bi veljalo, da bi bil r ≥ b,
potem bi veljalo tudi r − b = a − (q + 1)b ≥ 0 in tako a − qb ne bi bil najmanj²i
element v mnoºici.
S konstrukcijo smo na²li ²tevili q in r, za kateri velja a = bq + r in 0 ≤ r < b.
Pokazati moramo ²e, da je tak par ²tevil en sam. Zato vzemimo, da sta dva, torej
a = bq + r = bu+ v in 0 ≤ r, v < b.
Potem je b(u− q) = r−v in tako b | (r−v) ter r−v < b. To pa pomeni, da moramo
²tevilo r − v iskati na intervalu [1 − b, b − 1]. Edina re²itev, ki zado²£a iskanem
pogoju, je r− v = 0, in tako je r = v ter b(u− q) = 0 oziroma u = q. Re²itev je ena
sama in je enoli£no dolo£ena. 
Primer 2.7. Izrek o deljivosti nam posredno zagotavlja enoli£en zapis ²tevil v de-
seti²kem sistemu. Na primer razcep ²tevila na desetice in enice: 46 = 4 · 10 + 6. e
bolj pomembna posledica pa je Evklidov algoritem, ki nam za a = bq + r pove, da
je D(a, b) = D(b, r). ♦
Izrek 2.8. e za ²tevili a in b velja D(a, b) = d, potem obstajata ²tevili x in y, za
kateri velja zveza ax+ by = d.
Dokaz. Ker sta ²tevili a in b naravni ²tevili, so vse njune linearne kombinacije oblike
ax + by pozitivne. Naj bo t = ax + by najmanj²e pozitivno ²tevilo teh linearnih
kombinacij. Po izreku o deljivosti 2.6 zato obstajata enoli£no dolo£eni naravni ²tevili
q in r, 0 ≤ q in 0 ≤ r < t, za kateri velja a = tq + r. Potem velja
r = a− tq = a− (ax+ by)q = a(1− xq) + b(−yq).
To pa pomeni, da je r linearna kombinacija ²tevil a in b. Ker pa je linearna kombi-
nacija t = ax + by najmanj²e pozitivno ²tevilo in hkrati tudi velja 0 ≤ r < t, sledi,
da je r = 0. Zato je a = tq in t | a. Z enakimi argumenti se da videti, da tudi
za ²tevilo b velja enak sklep, torej da t | b. To pa pomeni, da je ²tevilo t skupni
delitelj ²tevil a in b, torej t ≤ D(a, b). Ker pa velja t = ax+ by, mora skupni delitelj
D(a, b) deliti obe ²tevili na desni strani ena£be in tako velja D(a, b) | t. Sledi, da je
t ≥ D(a, b) in zato t = D(a, b). 
Trditev 2.9. e za ²tevili a in b velja d | ab in D(a, d) = 1, potem d | b.
Dokaz. Ker je D(a, d) = 1, potem po izreku 2.4 vemo, da D(a, d) deli poljubno
linearno kombinacijo ²tevil a in d. Zato velja ax + dy = D(a, d) = 1 in tako tudi
(ab)x + d(by) = b. Ker d | ab, obstaja ²tevilo k, za katero je kd = ab in tako velja
tudi, da je d(kx) + d(by) = d(kx+ by) = b in tako d | b. 
Trditev 2.10. e za ²tevili a in b velja a | n in b | n ter D(a, b) = 1, potem ab | n.
Dokaz. Po deﬁnicji iz deljivosti b | n sledi, da obstaja ²tevilo q, za katero velja
n = bq. Ker a deli n, potem a deli tudi bq. Ker je D(a, b) = 1, potem a deli tudi q.
Zato obstaja ²tevilo r, za katero velja q = ar. Sledi n = bq = bar, kar pa pomeni,
da ²tevilo ab deli n. 
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Predstavljene deﬁnicije in izreke potrebujemo v nadaljevanju za vpeljavo ter opis
lastnosti kongruenc, ki so logi£na nadgradnja deljivosti ²tevil.
3. O kongruencah
Kongruence je pri svojih samo 24-ih letih vpeljal Gauss leta 1801 s svojim monu-
mentalnim delom Disquisitiones Arithmeticae, v katerem je predstavil teorijo kon-
gruenc in postavil temelje sodobne teorije ²tevil. Zaradi bliºnje analogije z algebra-
i£nim izrazom za enakost = je za kongruenco vpeljal znak ≡, ki se nespremenjen
uporablja ²e danes. Osnovne pojme, povezane s kongruencami, bomo povzeli po [4]
in [6].
Deﬁnicija 3.1 (Kongruence). Za poljubni celi ²tevili a in b ter naravno ²tevilo n
pravimo, da je a kongruentno b po modulu n in pi²emo a ≡ b (mod n), £e imata
²tevili a in b enak ostanek pri deljenju z n.
Ekvivalentna deﬁnicija je, da sta ²tevili a in b kongruentni po modulu n, £e velja
n | (a − b). V primeru, da n - (a − b), pi²emo a ̸≡ b(mod n) in pravimo, da sta
²tevili a in b nekongruentni po modulu n.
Primer 3.2. tevili 24 in 10 imata enak ostanek pri deljenju s ²tevilom 7, zato sta
kongruentni ²tevili in pi²emo 24 ≡ 10 (mod 7). ♦
Lema 3.3. tevili a in b sta kongruentni po modulu n, £e in samo £e obstaja ²tevilo
k, za katero velja a = b+ kn.
Dokaz. e je a ≡ b (mod n), potem po deﬁniciji izhaja, da n deli ²tevilo a − b. To
pomeni, da obstaja ²tevilo k, za katero je kn = a − b in tako velja a = b + kn.
Obratno pa velja, da £e obstaja ²tevilo k, za katero je a = b + kn, potem sledi
kn = a− b oziroma n | (a− b), kar pa po deﬁniciji pomeni a ≡ b (mod n). 
Izrek 3.4. Vsako ²tevilo je kongruentno po modulu n samo enemu od ostankov 0,
1, 2, . . . , n− 1 pri deljenju z ²tevilom n.
Dokaz. Po izreku o deljivosti 2.6 vedno obstajata enoli£no dolo£eni naravni ²tevili
k in b, k ≤ 0 in 0 ≤ b < n, za kateri velja enakost a = kn + b. Od tod sledi a ≡ b
(mod n). 
Deﬁnicija 3.5 (Zadnji ostanek). tevilo b, 0 ≤ b ≤ n − 1, za katero velja a ≡ b
(mod n), imenujemo zadnji ostanek za ²tevilo a po modulu n.
Za delo s kongruencami potrebujemo opis njihovih osnovnih algebrai£nih lastnosti,
kakor tudi predstavitev osnovnih aritmeti£nih operacij ter pravila med njimi. Te
predstavljamo v nadaljevanju.
Izrek 3.6. Naj bo n naravno ²tevilo. Kongruence po modulu n so reﬂeksivne, sime-
tri£ne in tranzitivne.
Dokaz. Najprej dokaºemo reﬂeksivnost. Ker za poljubno ²tevilo a vedno velja n |
(a− a) = 0, sledi a ≡ a (mod n).
Za dokaz simetri£nosti vzemimo poljubni kongruentni ²tevili a in b, torej a ≡ b
(mod n). Zato velja n | (a − b) in obstaja ²tevilo k, za katero velja kn = a − b.
Potem velja tudi (−k)n = b− a in n | (b− a). Dokazali smo, da velja
a ≡ b (mod n)⇔ b ≡ a (mod n).
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e tranzitivnost. Naj bodo a, b in c ²tevila, za katera je a ≡ b (mod n) in b ≡ c
(mod n) in tako tudi n | (a− b) in n | (b− c). Zato obstajata ²tevili k in l, za kateri
velja kn = a−b in ln = b−c. Potem velja tudi, da je a−c = (a−b)+(b−c) = (k+l)n
in tako n | (a− c), oziroma a ≡ c (mod n). 
Za ra£unanje s kongruencami veljajo dolo£ena pravila, ki jih imenujemo modu-
larna aritmetika. Najprej predstavimo osnovne ra£unske operacije (se²tevanje, od-
²tevanje in mnoºenje) na kongruencah.
Izrek 3.7. Naj bo n naravno ²tevilo in a, b, c ter d poljubna cela ²tevila, za katera
velja a ≡ b (mod n) in c ≡ d (mod n). Potem velja
(1) a+ c ≡ b+ d (mod n),
(2) a− c ≡ b− d (mod n),
(3) ac ≡ bd (mod n).
Dokaz. Pri dokazovanju bomo za vse primere uporabili dejstvo, da za kongruenco
a ≡ b (mod n) velja n | (a − b) ter obstaja ²tevilo k, za katero velja kn = a − b.
Podobno velja za kongruenco c ≡ d (mod n), za katero velja n | (c− d) ter obstaja
²tevilo l, za katero velja ln = c− d.
Potem je (a+ c)− (b+ d) = (a− b) + (c− d) = kn+ ln = (k + l)n, kar pomeni,
da n | (a+ b)− (b+ d) in tako a+ c ≡ b+ d (mod n).
Podobno je (a− c)− (b− d) = (a− b)− (c− d) = kn− ln = (k− l)n, kar pomeni,
da n | (a− b)− (b− d) in tako a− c ≡ b− d (mod n).
e mnoºenje dveh kongruenc. Velja ac−bd = ac−bc+bc−bd = (a−b)c+b(c−d) =
ckn+ bln = (ck + bl)n, kar pomeni, da n | ac− bd in tako ac ≡ bd (mod n). 
Zadnja osnovna aritmeti£na operacija je deljenje, kjer pa moramo biti previdni.
Se²tevanje in mnoºenje kongruenco ohranjata, pri deljenju pa zaradi modula ni tako.
Izrek 3.8. Naj bo n naravno ²tevilo in a, b in c poljubna cela ²tevila, za katera velja
ac ≡ bc (mod n) in d = D(c, n). Potem je a ≡ b (mod n
d
).
Dokaz. Iz dane kongruence ac ≡ bc (mod n) sledi, da n | (ac − bc). Zato obstaja
²tevilo k, za katero velja kn = (a − b)c. Obe strani delimo z d in dobimo k (n
d
)
=
(a− b) ( c
d
)
. Po izreku 2.8 vemo, da za d = D(c, n) obstajata ²tevili x in y, za kateri
velja linearna kombinacija cx + ny = d oziroma
(
c
d
)
x +
(
n
d
)
y = 1. To pomeni, da
je D
(
c
d
, n
d
)
= 1 in tako velja, da n
d
| (a− b) oziroma a ≡ b (mod n
d
). 
Pogosto je uporaben poseben primer zgornjega izreka za primer, ko sta si ²tevili
c in n tuji, torej za primer, ko je D(c, n) = 1. V tem primeru iz kongruence ac ≡ bc
(mod n) sledi a ≡ b (mod n).
Primer 3.9. Vzemimo, da nas zanima, £e je ²tevilo 220−1 deljivo z 41. V ta namen
opazimo, da velja 25 ≡ −9 (mod 41) in tako velja tudi (25)4 ≡ (−9)4 (mod 41). Ker
velja, da je (−9)2 ≡ −1 (mod 41), je (−9)4 ≡ 1 (mod 41) in tako 220−1 ≡ (−9)4−1
(mod 41). To pa pomeni, da je 220 − 1 ≡ 0 (mod 41) in tako velja, da je ²tevilo
220 − 1 deljivo s 41. ♦
Tako smo opisali vse lastnosti in pravila za delo s kongruencami, ki jih bomo
uporabili v nadaljevanju, najprej pri teoriji kvadratnih ostankov, nato pa pri izpe-
ljavi kriterijev in fundamentalnih izrekov za vsote kvadratov do kon£nega dokaza
Bachetove domneve.
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Deﬁnicija 3.10 (Popolni sistem ostankov). Popolni sistem ostankov po modulu n
predstavlja tako mnoºico n ²tevil, od katerih je vsako ²tevilo kongruentno natanko
enemu ²tevilu 0, 1, 2, . . . , n− 1 po modulu n.
Primer 3.11. Najpreprostej²i popoln sistem ostankov po modulu n predstavlja
mnoºica ²tevil 0, 1, 2, . . . , n− 1. ♦
Lema 3.12. Mnoºica n nekongruentnih ²tevil po modulu n sestavlja popoln sistem
ostankov po modulu n.
Dokaz. Predpostavimo, da mnoºica n nekongruentnih ²tevil po modulu n ne pred-
stavlja popolnega sistema ostankov po modulu n. Iz tega sledi, da obstaja vsaj
eno ²tevilo a, ki ni kongruentno nobenemu ²tevilu iz te mnoºice. Zato v mnoºici
ostankov po modulu n ni ²tevila, ki bi bil enak ostanku za ²tevilo a pri deljenju s
²tevilom n. Tako imamo v mnoºici najve£ n − 1 razli£nih ostankov pri deljenju z
n, kar po Dirichletovem na£elu pomeni, da imamo vsaj dve ²tevili z istim ostankom
pri deljenju s ²tevilom n. To pa ni mogo£e, saj so vsa ta ²tevila nekongruentna
po modulu n. Torej vsaka mnoºica n nekongruentnih ²tevil po modulu n sestavlja
popoln sistem ostankov po modulu n. 
Iz primerov izhaja, da lahko kongruence uporabimo tudi za re²evanje kongruen£-
nih ena£b. Najpreprostej²a je linearna kongruen£na ena£ba oblike ax ≡ b (mod n).
V nasprotju z linearno ena£bo, kjer imamo eno re²itev, pri linearnih kongruen£nih
ena£bah vidimo, da £e linearna kongruen£na ena£ba ima re²itev, potem jih ima ve£
(seveda, £e re²itvi pri²tejemo vse ve£kratnike modula). Mi pa bomo dejansko to ²e
nadgradili s preu£evanjem kvadratne kongruen£ne ena£be.
Za razumevanje naslednjega poglavja o teoriji kvadratnih ostankov moramo ome-
niti ²e Kitajski izrek o ostankih, ki ga je leta 1247 zapisal Kitajski matematik Ch'in
Chiu Shao v svojem delu Mathematical Treatise in Nine Sections.
Izrek 3.13 (Kitajski izrek o ostankih [8]). Naj bodo naravna ²tevila n1, n2, . . . , nk
paroma tuja. Potem ima linearni sistem k kongruenc x ≡ a1 (mod n1), x ≡ a2
(mod n2), . . . , x ≡ ak (mod nk) enoli£no re²itev po modulu n1 n2 · · ·nk.
Dokaz. Izrek bomo dokazali z indukcijo. Izrek velja za k = 1. Privzemimo, da velja
tudi za k = r. Potem vemo, da ima sistem r linearnih kongruen£nih ena£b x ≡ ai
(mod ni) enoli£no re²itev s po modulu n1 n2 · · ·nr.
Sedaj pa re²ujemo sistem r + 1 linearnih kongruen£nih ena£b x ≡ ai (mod ni),
i = 1, 2, . . . , r + 1, za katera mora re²itev x zado²£ati pogojem prvih r linearnih
ena£b
x ≡ s (mod n1 n2 · · ·nr)
in ²e ena£bi
x ≡ ar+1 (mod nr+1).
Vemo, da je re²itev x = s+ un1 n2 · · ·nr za neko ²tevilo u, za katero bo veljalo
s+ un1 n2 · · ·nr ≡ ar+1 (mod nr+1).
Ker so ²tevila paroma relativno tuja, velja D(n1 n2 · · ·nr, nr+1) = 1, ter tudi, da
ima linearna kongruenca natanko eno re²itev. S substitucijo re²itve u v izraz za x
dobimo re²itev po modulu n1 n2 · · ·nr nr+1.
Preverimo ²e enoli£nost re²itve. Recimo, da imamo dve re²itvi x1 in x2, za kateri
velja sistem linearnih kongruen£nih ena£b
x1 ≡ a1 (mod n1), x1 ≡ a2 (mod n2), . . . , x1 ≡ ar (mod nr)
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in
x2 ≡ a1 (mod n1), x2 ≡ a2 (mod n2), . . . , x2 ≡ ar (mod nr)
za paroma relativno tuja naravna ²tevila ni. Ker za vsako od teh ²tevil nadalje velja
ni|(x1 − x2) za 1 ≤ i ≤ r,
sledi, da velja tudi
n1 n2 · · ·nr|(x1 − x2).
To pa je mogo£e le v primeru, da velja x1 ≡ x2 (mod n1 n2 · · ·nr). 
4. Teorija kvadratnih ostankov
Splo²na kvadratna kongruen£na ena£ba ima obliko
ax2 + bx+ c ≡ 0 (mod n).
Ker je n v splo²nem produkt pra²tevil n = pe11 p
e2
2 · · · pekk , lahko kvadratno kongru-
en£no ena£bo prevedemo na sistem k kongruen£nih ena£b ax2+bx+c ≡ 0 (mod peii ),
i = 1, 2, . . . , k. e lahko re²imo vsako od teh k kongruen£nih ena£b, nam Kitajski
izrek o ostankih 3.13 zagotavlja re²itev po modulu n.
Re²itev kongruen£ne ena£be ax2 + bx + c ≡ 0 (mod pr) za neko pra²tevilo p in
potenco r > 1 lahko izra£unamo iz re²itve ena£be ax2 + bx + c ≡ 0 (mod pr−1)
(povzeto po [4], stran 51). To pa pomeni, da lahko re²itev i²£emo ºe iz kongruen£ne
ena£be ax2 + bx + c ≡ 0 (mod p) za poljubno liho pra²tevilo p pri pogoju, da je
D(a, p) = 1. Za edino sodo pra²tevilo 2 pa imamo a = 1 in ²tiri moºnosti za b in c,
ki se dajo zlahka preveriti.
Dobljeno kongruen£no ena£bo lahko ²e bolj poenostavimo. Ker je p liho pra²tevilo
in D(a, p) = 1 velja tudi, da je D(4a, p) = 1. Zato je na²a kongruen£na ena£ba
ekvivalentna kongruen£ni ena£bi
4a(ax2 + bx+ c) ≡ 0 (mod p).
Ker nadalje velja, da je 4a(ax2+ bx+ c) = (2ax+ b)2− (b2−4ac), se na²a kvadratna
kongruen£na ena£ba preoblikuje v
(2ax+ b)2 ≡ (b2 − 4ac) (mod p).
Naj bo sedaj y = 2ax+ b in d = b2 − 4ac in tako
y2 ≡ d (mod p).
To bo na²a osnova za nadaljnjo izpeljavo deﬁnicij in osnovnih lastnosti. Pri tem
bomo sledili viroma [7] in [8].
Primer 4.1. Poglejmo si kvadratno kongruen£no ena£bo 4x2+5x+4 ≡ 0 (mod 11).
O£itno je 3 · 4 = 12 ≡ 1 (mod 11), zato pomnoºimo £lene ena£be s ²tevilom 3.
Dobimo
12x2 + 15x+ 12 ≡ 0 (mod 11) oziroma x2 + 4x+ 1 ≡ 0 (mod 11).
Dobljeno ena£bo preoblikujemo v popoln kvadrat
x2 + 4x+ 1 = (x+ 2)2 − 3 ≡ 0 (mod 11)
in tako bo vsaka re²itev ena£be y2 ≡ 3 (mod 11) re²ila tudi na²o za£etno kvadratno
kongruen£no ena£bo. Prva re²itev je na primer y = 5, saj je 25 ≡ 3 (mod 11) in
tako x = y − 2 = 3. e preverimo: 4 · 9 + 5 · 3 + 4 = 55 in 55 ≡ 0 (mod 11). ♦
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Deﬁnicija 4.2 (Kvadratni ostanki). tevilo a je kvadratni ostanek ²tevila n, £e velja
D(a, n) = 1 in ima kongruenca x2 ≡ a (mod n) vsaj eno re²itev. e kongruenca
x2 ≡ a (mod n) nima re²itve, pravimo, da ²tevilo a ni kvadratni ostanek ²tevila n.
Iz deﬁnicije izhaja, da poleg kvadratnih ostankov po modulu n poznamo tudi
²tevila, ki to niso. Kvadratne ostanke izra£unamo tako, da poi²£emo kvadrate ²tevil
od 1 do n− 1 oziroma, ker velja kongruen£na ena£ba (n− a)2 ≡ n2 − 2na+ a2 ≡ a2
(mod n), od 1 do (n− 1)/2.
Primer 4.3. Poglejmo si kvadratne ostanke po modulu 13. Velja
12 ≡ 1 (mod 13) 122 ≡ 1 (mod 13)
22 ≡ 4 (mod 13) 112 ≡ 4 (mod 13)
32 ≡ 9 (mod 13) 102 ≡ 9 (mod 13)
42 ≡ 3 (mod 13) 92 ≡ 3 (mod 13)
52 ≡ 12 (mod 13) 82 ≡ 12 (mod 13)
62 ≡ 10 (mod 13) 72 ≡ 10 (mod 13)
Od tod sledi, da predstavljajo ²tevila 1, 3, 4, 9, 10 in 12 kvadratne ostanke po
modulu 13. Ostala ²tevila (dejansko ostanki deljenja s ²tevilom 13), torej ²tevila 2,
5, 6, 7, 8 in 11, pa niso kvadratni ostanki po modulu 13. ♦
Seveda nas zanima, koliko je tak²nih kvadratnih ostankov. Pomagali si bomo z
naslednjo lemo in izrekom.
Lema 4.4 ([4]). Naj bo p liho pra²tevilo in a naravno ²tevilo, ki ni deljivo s p, torej
D(a, p) = 1. Potem za kongruenco x2 ≡ a (mod p) velja, da ali nima nobene re²itve
ali pa ima natanko dve nekongruentni re²itvi po modulu p.
Dokaz. Naj ima kongruen£na ena£ba x2 ≡ a (mod p) re²itev x0. Potem je re²itev
tudi ²tevilo p− x0, saj velja
(p− x0)2 ≡ p2 − 2px0 + x20 ≡ x20 ≡ a (mod p).
Re²itvi x0 in p− x0 sta razli£ni (nekongruentni), saj bi sicer iz p− x0 ≡ x0 (mod p)
sledilo 2x0 ≡ 0 (mod p) oziroma x0 ≡ 0 (mod p). Vendar pa x0 ̸≡ 0 (mod p), ker
D(a, p) = 1 in 2 ̸≡ 0 (mod p) saj je p lih. Zato £e re²itev obstaja, sta re²itvi dve.
Pokazati moramo ²e, da nimamo ve£ kot dveh nekongruentnih re²itev. Naj bosta
x0 in x1 re²itvi na²e kongruen£ne ena£be. Potem velja x20 ≡ x21 ≡ a (mod p) in
0 ≡ x20 − x21 ≡ (x0 + x1)(x0 − x1) (mod p).
Sledi, da p | (x0+x1)(x0−x1) ter zato p | (x0+x1) ali pa p | (x0−x1). e p | (x0+x1),
potem ker sta x0 in x1 ostanka ve£ja od ni£, za njuno vsoto velja 0 < x0 + x1 < 2p.
Edini ve£kratnik pra²tevila p v tem obsegu je p, zato je x0 + x1 = p in x1 = p− x0
re²itev, ki jo ºe poznamo. e pa p | (x0−x1), potem iz −p < x0−x1 < p sledi, da je
x0−x1 = 0 oziroma x0 = x1 in spet nimamo nove re²itve. Zato, £e ima kongruen£na
ena£ba x2 ≡ a (mod p) re²itev, ima natanko dve. 
Primer 4.5. Zahteva, da pra²tevilo p ne deli danega ²tevila a, je smiselna, saj za
tak primer lahko najdemo samo trivialne re²itve. Na primer 52 ≡ 5 (mod 5). Zato
v nadaljevanju predpostavimo (£e seveda posebej ne zapi²emo druga£e), da sta si
²tevili a in p tuji. ♦
Izrek 4.6. e je p liho pra²tevilo, potem med naravnimi ²tevili 1, 2, . . . , p − 1
obstaja natanko (p − 1)/2 kvadratnih ostankov po modulu p in enako mnogo ²tevil,
ki niso kvadratni ostanki po modulu p.
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Dokaz. Poglejmo si vse kongruence x2 ≡ a (mod p) za ²tevila 1, 2, . . . , p − 1. Po
lemi 4.4 vemo, da ima kongruen£na ena£ba bodisi dve nekongruentni re²itvi ali pa
nobene. Od tod sledi, da mora biti natanko (p − 1)/2 kvadratnih ostankov po
modulu p med ²tevili 1, 2, . . . , p − 1. Preostala ²tevila, ki jih je tudi (p − 1)/2, pa
predstavljajo ²tevila, ki niso kvadratni ostanki po modulu p. 
Poleg same deﬁnicije kongruence in kvadratne kongruence potrebujemo tudi de-
ﬁnicijo posebnega na£ina zapisa, povezanega s kvadratnimi ostanki. eprav se je
s kvadratnimi ostanki prvi ukvarjal Euler, je pravo matemati£no notacijo skupaj s
pripadajo£o teorijo ter tudi osnutek potrebne teorije za iskanje vsote treh kvadratov
v svoji knjigi Recherches d'Analyse Indéterminée vpeljal Legendre leta 1785.
Leta 1798 je Legendre izdal knjigo Essai sur la Théorie des Nombres, v kateri so
objavljena poglavja o ²tevilih v sistemati£ni in urejeni formi. Knjiga predstavlja prvo
sodobno izdajo, posve£eno izklju£no teoriji ²tevil in je ve£ kot stoletje predstavljala
drugo klasi£no delo skupaj z Diofantovo Aritmetiko.
Deﬁnicija 4.7 (Legendrov simbol). Naj bo p liho pra²tevilo in a ²tevilo, ki ni deljivo
s p, torej D(a, p) = 1. Legendrov simbol
(
a
p
)
je deﬁniran kot(
a
p
)
=
{
1 £e a je kvadratni ostanek pra²tevila p
−1 £e a ni kvadratni ostanek pra²tevila p
Omenimo, da Legendrov simbol
(
a
p
)
ni deﬁniran za primer, ko pra²tevilo p deli
²tevilo a.
Primer 4.8. Za primer si poglejmo kvadratne ostanke po modulu 13 v duhu Le-
gendrovega zapisa. Velja(
1
13
)
=
(
3
13
)
=
(
4
13
)
=
(
9
13
)
=
(
10
13
)
=
(
12
13
)
= 1
in (
2
13
)
=
(
5
13
)
=
(
6
13
)
=
(
7
13
)
=
(
8
13
)
=
(
11
13
)
= −1.
tevilo kvadratnih in nekvadratnih ostankov je enako in se sklada z izrekom 4.6. ♦
Sedaj lahko zapi²emo povezavo kongruence in Legendrovega simbola.
Izrek 4.9. Naj bo p liho pra²tevilo ter a in b ²tevili, ki nista deljivi s p. e za ²tevili
a in b velja a ≡ b (mod p), potem velja tudi (a
p
)
=
(
b
p
)
.
Dokaz. e velja kongruenca a ≡ b (mod p), potem imata kvadratni kongruen£ni
ena£bi x2 ≡ a (mod p) in x2 ≡ b (mod p) enake re²itve. Po lemi 4.4 vemo, da to
pomeni, da bodisi imata re²itvi ali pa sta ena£bi nere²ljivi. Enak sklep velja tudi za
Legendrov simbol za ²tevili a in b, zato velja
(
a
p
)
=
(
b
p
)
. 
Za nas je pomembno, da dolo£imo vrednost Legendrovega simbola za par ²tevil
brez mukotrpnega preverjanja, kot smo to naredili v na²em primeru za ostanke
po modulu 13. Pomaga nam Eulerjev kriterij, ki nam pove, ali je neko ²tevilo
kvadratni ostanek ali pa pra²tevilo. V nadaljevanju ga bomo uporabili pri iskanju
kriterijev za vsoto dveh kvadratov, kakor tudi pri prikazu uporabe Legendrovega
simbola. Za dokaz izreka moramo izpeljati ²e nekaj matemati£nih orodij, od katerih
sta najpomembnej²a Wilsonov izrek in mali Fermatov izrek.
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Deﬁnicija 4.10 (Inverzna ²tevila). Za dani naravni ²tevili a in n, za kateri ve-
lja D(a, n) = 1, re²itvi x linearne kongruen£ne ena£be ax ≡ 1 (mod n) pravimo
inverzno ²tevilo ²tevila a za modul n.
Deﬁnicija je potrebna za re²evanje linearnih kongruen£nih ena£b oblike ax ≡ b
(mod m). Namre£, za inverzno ²tevilo c ²tevila a velja ac ≡ 1 (mod m), iz £esar pa
sledi re²itev x ≡ cb (mod m).
Za dokaz Wilsonovega izreka potrebujemo ²e rezultat, ki nam pove, katera ²tevila
so sama sebi inverzna ²tevila po danem modulu pra²tevila p.
Izrek 4.11. Naj bo p pra²tevilo. Naravno ²tevilo a je samo sebi inverzno po modulu
p, £e in samo £e velja a ≡ 1 (mod p) ali a ≡ −1 (mod p).
Dokaz. Torej, £e velja a ≡ 1 (mod p) ali pa a ≡ −1 (mod p) za neko naravno ²tevilo
a, potem je o£itno a2 ≡ 1 (mod p) in tako samo sebi inverzno po modulu p.
e obrat. Naj velja a2 ≡ 1 (mod p). Potem velja a2 − 1 ≡ 0 (mod p) in tako
tudi (a − 1)(a + 1) ≡ 0 (mod p). Kongruenca ima re²itev, £e in samo £e velja
a− 1 ≡ 0 (mod p) ali a+ 1 ≡ 0 (mod p). Ekvivalentno je a ≡ 1 (mod p) in a ≡ −1
(mod p). 
Sedaj imamo pripravljena vsa potrebna orodja za dokaz Wilsonovega izreka, ki ga
je sicer prvi zapisal angle²ki matematik Edward Waring v svojem delu Meditationes
Algebraicae leta 1770. Domnevo mu je, z ºeljo po dokazu, posredoval biv²i ²tudent
John Wilson. Waring ni na²el dokaza, je pa to uspelo Lagrangu leta 1771. Izrek
podaja potreben in zadosten pogoj za preverjanje, ali je neko ²tevilo pra²tevilo. al
je ra£unanje fakultete danega ²tevila zelo zamudno in zato v praksi neuporabno. Na
primer, fakulteta ²tevila 69 je ²tevilo z ve£ kot sto ²tevkami.
Izrek 4.12 (Wilson). tevilo p je pra²tevilo, £e in samo £e velja (p − 1)! ≡ −1
(mod p).
Dokaz. Najprej preverimo enakost za p = 2. Dobimo (2 − 1)! ≡ 1 ≡ −1 (mod 2),
torej velja. Naj bo sedaj p liho pra²tevilo. Za vsako ²tevilo a, 1 ≤ a ≤ p − 1,
obstaja inverzno ²tevilo b, 1 ≤ b ≤ p − 1, za katero velja, da je ab ≡ 1 (mod p).
Po predhodnem izreku 4.11 sta 1 in p − 1 edini naravni ²tevili, ki sta manj²i od p
in sta sami sebi inverzni po modulu p. Tako lahko uredimo ²tevila od 2 do p− 2 v
(p− 3)/2 parov ²tevil, katerega produkt (izbranega para ²tevil) je kongruenten 1 po
modulu p. Dobljene kongruence zmnoºimo in dobimo
2 · 3 · · · (p− 3) (p− 2) ≡ 1 (mod p).
Obe strani pomnoºimo ²e z 1 in p− 1 ter dobimo
(p− 1)! = 1 · 2 · 3 · · · (p− 3) (p− 2) (p− 1) ≡ 1 · (p− 1) ≡ −1 (mod p).
Wilsonov izrek je dokazan. 
Primer 4.13. Za pra²tevilo 7 to pomeni
6! = 730 = 6·5·4·3·2·1 = (−1)·(5·3)·(4·2)·(1) = (−1)·(1)·(1)·(1) ≡ −1 (mod 7).
Wilsonov izrek velja le za pra²tevila. Na primer, za 6 velja 5! = 120 ≡ 0 (mod 6)
ker je 3 · 2 = 6 ≡ 0 (mod 6). ♦
Sedaj dokaºimo ²e mali Fermatov izrek, ki ga je, po svoji navadi, brez dokaza v
korespondenci z matematikom Bernard Frènicle de Bessy leta 1640 zapisal Fermat.
eprav so dokaz in izrek na²li v neobjavljenih zapiskih Leibniza, se uspeh pripisuje
Eulerju, ki je 1736 prvi objavil dokaz.
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Izrek 4.14 (Mali Fermatov izrek). Naj bo p pra²tevilo in ²tevilo a tako, da velja
D(a, p) = 1. Potem velja ap−1 ≡ 1 (mod p).
Dokaz. Poglejmo si ²tevila a, 2a, . . . , (p− 1)a.
Nobeno od teh ²tevil ni deljivo s p, saj £e bi tak²no ²tevilo obstajalo, recimo
²tevilo ka za neko naravno ²tevilo k, bi to pomenilo, da p deli ²tevilo ka. Ker p ne
deli a, bi potem moralo veljati, da p deli k. To pa ni mogo£e, saj za k velja, da je
1 ≤ k ≤ p− 1.
Nadalje, noben par ²tevil med a in (p− 1)a tudi ni kongruenten po modulu p. e
bi to veljalo, bi lahko na²li ²tevili ka in la, za kateri bi veljalo ka ≡ la (mod p). Ker
velja D(a, p) = 1, sledi k ≡ l (mod p). To pa ni moºno, saj za naravni ²tevili k in l,
podobno kot pri zgornjem premisleku, velja 1 ≤ k, l ≤ p− 1.
Ker so vsa ²tevila a, 2a, . . . , (p−1)a nekongruentna 0 in noben par ni kongruenten
po modulu p, po lemi 3.12 vemo, da popoln sistem ostankov te mnoºice predstavljajo
²tevila 1, 2, . . . , (p− 1). Posledica tega je, da so izbrana ²tevila a, 2a, . . . , (p− 1)a
kongruentna po modulu p prvim p− 1 pozitivnim ²tevilom, kar pomeni
a · 2a · · · (p− 1) · a ≡ 1 · 2 · · · (p− 1) (mod p).
Tako je
ap−1(p− 1)! ≡ (p− 1)! (mod p).
Ker ²tevilo (p − 1)! ni deljivo s pra²tevilom p, ga lahko po izreku 3.8 kraj²amo na
obeh straneh kongruence in dobimo ap−1 ≡ 1 (mod p). 
Primer 4.15. Za zgled si oglejmo par ²tevil 7 in 3. Obe ²tevili sta pra²tevili in
velja tudi D(7, 3) = 1. Potem je 73−1 ≡ 49 (mod 3) oziroma 49 ≡ 1 (mod 3). ♦
Dejansko je Fermat zakonitost opazil pri ra£unanju kongruenc oblike
22 − 2 ≡ 0 (mod 2) 25 − 2 ≡ 0 (mod 5)
23 − 2 ≡ 0 (mod 3) 26 − 2 ̸≡ 0 (mod 6)
24 − 2 ̸≡ 0 (mod 4) 27 − 2 ≡ 0 (mod 7)
in tako zapisal izrek, da za vsako ²tevilo n velja kongruenca np − n ≡ 0 (mod p)
oziroma np ≡ n (mod p). Namre£, £e pra²tevilo p deli naravno ²tevilo n, potem
velja, da je np ≡ 0 ≡ n (mod p). e pa p ne deli ²tevila n, potem je D(p, n) = 1
in po izreku 4.14 velja np−1 ≡ 1 (mod p). e kongruenco pomnoºimo z n, dobimo
np ≡ n (mod p).
Prav je, da povemo tudi, da v splo²nem ne velja an ≡ a (mod n) za poljubna
naravna ²tevila a in n.
Primer 4.16. Za zgled si poglejmo primer za a = 2 in n = 117. Ker velja 2117 =
(27)16 25 sledi, da je 27 ≡ 11 (mod 117) in posledi£no 2117 ≡1116 25 ≡ 221 (mod 117).
Ker nadalje velja 221 = (27)3, imamo ²e 221 ≡ 113 ≡ 44 (mod 117). Ugotovili smo,
da 2117 ≡44 ̸≡2 (mod 117). ♦
Za nadaljevanje potrebujemo ²e Eulerjev kriterij, to je izrek, ki nam pove, ali je
neko ²tevilo kvadratni ostanek za dano pra²tevilo p.
Izrek 4.17 (Eulerjev kriterij). Naj bo p > 2 pra²tevilo in a celo ²tevilo, ki ni deljivo
s pra²tevilom p. Potem velja(
a
p
)
≡ a(p−1)/2 (mod p).
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Dokaz. Glede na deﬁnicijo Legendrovega simbola moramo preveriti obe moºnosti in
sicer, ko je
(
a
p
)
= 1 ter ko je
(
a
p
)
= −1.
Najprej vzemimo, da je
(
a
p
)
= 1. Potem ima kongruenca x2 ≡ a (mod p) neko
re²itev x = x0 in po malem Fermatovem izreku 4.14 velja
a(p−1)/2 = (x20)
(p−1)/2 = xp−10 ≡ 1 (mod p) oziroma
(
a
p
)
= 1 ≡ a(p−1)/2 (mod p).
Sedaj pa si ²e poglejmo primer, ko je
(
a
p
)
= −1. Potem kongruen£na ena£ba x2 ≡ a
(mod p) nima re²itve. Vemo, da za vsako naravno ²tevilo i, za katero velja D(i, p) =
1, obstaja ²tevilo j, tako da velja ij ≡ a (mod p). Ker kongruen£na ena£ba nima
re²itve, vemo, da sta i in j razli£ni ²tevili, torej i ̸= j. Zato lahko uredimo ²tevila
1, 2, . . . , p − 1 v (p − 1)/2 parov ²tevil, katerih produkt je enak a. Tako izbrane
pare zmnoºimo in dobimo
(p− 1)! ≡ a(p−1)/2 (mod p).
Po Wilsonovem izreku 4.12 velja (p− 1)! ≡ −1 (mod p) in tako velja
−1 ≡ a(p−1)/2 (mod p) oziroma
(
a
p
)
= −1 ≡ a(p−1)/2 (mod p). 
Za dokaz Bachetove domneve potrebujemo ²e naslednjo posledico Eulerjevega iz-
reka.
Posledica 4.18. e je p liho pra²tevilo, potem velja(−1
p
)
=
{
1 £e p ≡ 1 (mod 4)
−1 £e p ≡ −1 (mod 4)
Dokaz. Po Eulerjevem kriteriju 4.17 vemo, da velja(−1
p
)
≡ (−1)(p−1)/2 (mod p).
Najprej poglejmo pra²tevila p, za katera velja p ≡ 1 (mod 4). To pomeni, da lahko
najdemo neko naravno ²tevilo k tako, da velja p = 4k + 1. Potem je (−1)(p−1)/2 =
(−1)2k = 1.
Podobno velja tudi za pra²tevila p, za katera velja p ≡ 3 (mod 4). To pomeni,
da lahko najdemo neko naravno ²tevilo k, za katero je p = 4k + 3. Potem je
(−1)(p−1)/2 = (−1)2k+1 = −1. 
Legendrov simbol ima veliko zanimivih lastnosti, vendar vseh ne bomo omenili. Za
na²e potrebe je zanimiv samo produkt dveh kvadratnih ostankov. Produkt dveh kva-
dratnih ostankov za pra²tevilo je namre£ kvadratni ostanek tega pra²tevila. Produkt
dveh nekvadratnih ostankov je kvadratni ostanek. Produkt kvadratnega ostanka in
nekvadratnega ostanka pa je nekvadratni ostanek.
Izrek 4.19. Naj bo p liho pra²tevilo ter a in b ²tevili, ki nista deljivi s p. Potem velja(
a
p
)(
b
p
)
=
(
ab
p
)
.
Dokaz. Po Eulerjevem kriteriju 4.17 vemo, da velja(
a
p
)
≡ a(p−1)/2 (mod p) in
(
b
p
)
≡ b(p−1)/2 (mod p).
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Zato je (
a
p
)(
b
p
)
≡ a(p−1)/2b(p−1)/2 = (ab)(p−1)/2 ≡
(
ab
p
)
(mod p).
Ker sta edini moºni vrednosti Legendrovega simbola 1 ali −1, enakost velja. 
Primer 4.20. Za zgled si poglejmo kompleksnej²i primer, in sicer nas zanima, ali je
kvadratna kongruenca x2 ≡ −46 (mod 17) re²ljiva. Problem se prevede na ra£unanje
Legendrovega simbola
(−46
17
)
. Uporabimo ºe znane lastnosti in izpeljemo(−46
17
)
=
(−1
17
)
·
(
46
17
)
= (−1)( 17−12 ) ·
(
46
17
)
=
(
46
17
)
.
Ker velja 46 ≡ 12 (mod 17), tako po izreku 4.9 sledi, da je (46
17
)
=
(
12
17
)
in nadalje(
12
17
)
=
(
3 · 22
17
)
=
(
3
17
)
·
(
22
17
)
=
(
3
17
)
.
Uporabimo ²e Eulerjev kriterij(
3
17
)
≡ 3( 17−12 ) ≡ (81)2 ≡ (−4)2 ≡ −1 (mod 17).
Dobili smo, da je
−1 =
(
3
17
)
=
(
12
17
)
=
(−46
17
)
,
kar pomeni, da na²a kvadratna kongruen£na ena£ba x2 ≡ −46 (mod 17) nima no-
bene re²itve, saj ²tevilo −46 ne more biti kvadratni ostanek za pra²tevilo 17. ♦
To so vsa potrebna matemati£na orodja za izpeljavo kriterijev in osnovnih izrekov
za preverjanje obstoja vsot dveh, treh in ²tirih kvadratov naravnih ²tevil.
Dejansko moramo v poglavju o teoriji kvadratnih ostankov omeniti ²e zelo po-
memben kvadratni recipro£ni zakon za Legendrov simbol. Zakon nam podaja zvezo
med Legendrovima simboloma
(
p
q
)
in
(
q
p
)
za razli£ni pra²tevili p in q, vendar pa ga v
nadaljevanju za na² namen ne potrebujemo (pa tudi dokaz ni £isto trivialen). Velja
namre£ zveza (
p
q
)(
q
p
)
= (−1)( p−12 ) ( q−12 ).
Kot domnevo je recipro£ni zakon prvi zapisal Euler leta 1783, dve leti kasneje
pa ga je Legendre dokazal z manj²imi nedoslednostmi v dokazu. Gauss je opazil
pomanjkljivost v dokazu in leta 1798 objavil brezhiben dokaz, kasneje pa ²e pet
razli£nih in med seboj neodvisnih dokazov.
5. Vsota dveh kvadratov
Vpra²ajmo se, kdaj je dano naravno ²tevilo n vsota dveh kvadratov n = x2 + y2?
Pri izpeljavi dokazov potrebujemo Dirichletovo na£elo, ki ga je prvi predstavil
Dirichlet in ga podajamo brez dokaza.
Izrek 5.1 (Dirichletovo na£elo [6, izrek 200, stran 217]). e pospravljamo k + 1
predmetov v k predalov, potem je najmanj v enem predalu spravljenih dva ali ve£
predmetov.
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Pot do dokaza za vsoto ²tirih kvadratov gre prek izpeljave re²itev za vsoto dveh
kvadratov. Pri izpeljavi pogojev za vsoto dveh kvadratov bo zelo pomembno dejstvo,
da je produkt dveh naravnih ²tevil, ki sta vsako zase vsota dveh kvadratov, tudi
²tevilo, ki je vsota dveh kvadratov.
Izrek 5.2 ([13]). e sta ²tevili m = a2 + b2 in n = c2 + d2 vsoti dveh kvadratov,
potem je tudi njun zmnoºek mn vsota dveh kvadratov.
Dokaz. Zmnoºimo ²tevili in uredimo £lene:
mn = (a2 + b2)(c2 + d2) = a2c2 + b2c2 + a2d2 + b2d2
= a2c2 + 2acbd+ b2d2 + a2d2 − 2adbc+ b2c2 = (ac+ bd)2 + (ad− bc)2.
Dobimo, da je tudi njun zmnoºek vsota dveh kvadratov. 
Izrek 5.3 ([13]). Pra²tevila p oblike 4k + 3 ne moremo zapisati kot vsoto dveh
kvadratov.
Dokaz. Iz deﬁnicije kongruence sledi, da so moºni ostanki pri deljenju poljubnega
naravnega ²tevila a s ²tevilom 4 samo 0, 1, 2 in 3. To pomeni, da za kvadrat ²tevila
a velja a2 ≡ 0 (mod 4) ali pa a2 ≡ 1 (mod 4). Iz tega sledi, da za poljubni ²tevili a
in b zato velja
a2 + b2 ≡ 0, 1 ali 2 (mod 4).
To pa pomeni, da pra²tevila oblike 4k + 3, oziroma ekvivalentno p ≡ 3 (mod 4), ni
mogo£e zapisati kot vsoto dveh kvadratov. 
Za dokaz izreka potrebujemo ²e naslednjo lemo.
Lema 5.4 (Thue [2]). Naj bo p pra²tevilo ter ²tevilo a tako, da velja D(a, p) = 1.
Potem ima kongruenca ax ≡ y (mod p) re²itev v vrednostih x0 in y0, za katere velja
0 < |x0 |< √p in 0 < |y0 |< √p.
Dokaz. Naj bo k = [
√
p] + 1 naravno ²tevilo. Poglejmo si mnoºico
S = {ax− y; 0 ≤ x ≤ k − 1, 0 ≤ y ≤ k − 1} .
Ker je v mnoºici S vsaj k2 > pmoºnih vrednosti, nam Dirichletovo na£elo zagotavlja,
da v mnoºici S obstajata vsaj dva razli£na elementa, ki sta kongruentna po modulu
p. Vzemimo, da sta taka dva elementa ax1 − y1 in ax2 − y2. Ker sta razli£na, velja
x1 ̸= x2 ali pa y1 ̸= y2. Zaradi kongruentnosti po modulu p zanju velja
ax1 − y1 ≡ ax2 − y2 (mod p) oziroma a(x1 − x2) ≡ y1 − y2 (mod p).
Vidimo, da nam tudi x0 = x1 − x2 in y0 = y1 − y2 predstavlja re²itev kongruen£ne
ena£be ax ≡ y (mod p). Nadalje tudi velja, da je 0 < |x0 |< √p in 0 < | y0 |< √p.
Pokazati moramo ²e, da re²itev ni trivivalna. Zato, £e je eno od ²tevil x0 ali y0 enako
ni£, potem zaradi D(a, p) = 1 velja, da je tudi drugo ²tevilo enako ni£. Namre£,
£e bi bil y0 = 0, potem bi veljalo, da je ax0 ≡ 0 (mod p) oziroma p | a, kar pa ni
mogo£e. 
Naslednji izrek je leta 1640 zapisal Fermat, ni pa posredoval dokaza. Tega je prvi
objavil Euler leta 1754, pri £emer je pokazal tudi, da je re²itev enoli£na.
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Trditev 5.5 (Fermat [2]). Vsako pra²tevilo p, za katero velja pogoj p ≡ 1 (mod 4),
se da zapisati kot vsota dveh kvadratov (na en sam na£in).
Dokaz. (⇐) Za pra²tevilo p predpostavimo, da se da zapisati kot vsota dveh kvadra-
tov p = a2+ b2. Ker je p pra²tevilo, mora veljati da p - a in tudi p - b. Namre£, £e bi
p delil a, bi moralo veljati tudi, da deli drugi £len vsote, torej p | b2 ter posledi£no
p | b. Iz tega bi sledilo, da p2 | p, kar pa je v nasprotju z na²o predpostavko.
Tako lahko najdemo naravno ²tevilo k za katero velja bk ≡ 1 (mod 4). Potem iz
p = a2 + b2 sledi pk2 = (ak)2 + (bk)2 in
(ak)2 ≡ −1 (mod p).
To pa pomeni, da je −1 kvadratni ostanek za pra²tevilo p. Po izreku 4.18 pa vemo,
da velja
(−1
p
)
= 1, £e in samo £e je p ≡ 1 (mod 4).
(⇒) Predpostavimo, da za pra²tevilo p velja pogoj p ≡ 1 (mod 4). Ker je −1
kvadratni ostanek za p, lahko najdemo ²tevilo a, za katero velja a2 ≡ −1 (mod p).
Za tako izbrani ²tevili p in a tako velja D(a, p) = 1 ter posledi£no po lemi 5.4 velja,
da ima kongruenca ax ≡ y (mod p) re²itvi x0 in y0, za kateri velja 0 < | x0 |< √p
ter 0 < |y0 |< √p. Sledi
−x20 ≡ a2x20 ≡ (ax0)2 ≡ y20 (mod p) oziroma x20 + y20 ≡ 0 (mod p).
To pomeni, da lahko najdemo naravno ²tevilo k ≥ 1, za katero je x20 + y20 = kp in
tako velja, da je 0 < kp = x20 + y
2
0 < 2p, iz £esar lahko zaklju£imo, da mora biti
k = 1. Tako smo dokazali, da se da pra²tevilo p zapisati kot vsota dveh kvadratov
p = x20 + y
2
0.
Pokazati moramo ²e enoli£nost re²itve, pri £emer vrstni red ²tevil v vsoti ni po-
memben. Tako predpostavimo, da imamo dve re²itvi, in sicer p = a2 + b2 = c2 + d2
za naravna ²tevila a, b, c in d. Postavimo, da je a2 = p − b2 ter c2 = p − d2 in si
pogledamo izraz
(ad− bc)(ad+ bc) = a2d2− b2c2 = (p− b2)d2− b2(p− d2) = p(d2− b2) ≡ 0 (mod p).
Iz tega sledi, da je ad ≡ bc (mod p) ali ad ≡ −bc (mod p). Ker so vsa ²tevila a, b, c
in d manj²a od
√
p, velja ad− bc = 0 ali pa ad+ bc = p.
e velja ad+ bc = p, potem je
p2 = (a2 + b2)(c2 + d2) = (ad+ bc)2 + (ac− bd)2 = p2 + (ac− bd)2,
kar pomeni, da je ac − bd = 0 oziroma ac = bd. Potem a | bd in zaradi pogoja
D(a, b) = 1 velja, da a | d. Zato obstaja neko ²tevilo k, za katero je d = ka. Iz
pogoja sledi, da je ac = bka oziroma, c = bk. Tako je p = c2 + d2 = k2(b2 + a2). To
pa je moºno samo za k = 1 in tako sta a = d in b = c.
e pa velja ad = bc, velja a | bc in zaradi pogoja D(a, b) = 1 sledi, da a | c. To
pomeni, da obstaja ²tevilo l, za katero je c = l a. Iz pogoja sledi ad = bc = bla
oziroma d = bl. Sledi, da je p = c2 + d2 = l2(a2 + b2). Enakost velja samo za l = 1,
zato sta a = c in b = d. Torej obe re²itvi sta enaki. 
Primer 5.6. Vzemimo pra²tevilo 97. Velja 97 ≡ 1 (mod 4) in tako lahko najdemo
razcep 97 = 81 + 16 = 92 + 42. ♦
Sedaj imamo vse pripravljeno za dokaz osnovnega izreka za vsoto dveh kvadratov.
Domneva je bila zelo verjetno zapisana tudi v Diofantski knjigi Aritmetika, ki jo je
Bachet prevedel v 17. stoletju, prvi pa je izrek dokazal Euler leta 1749.
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Izrek 5.7 (Vsota dveh kvadratov [8]). Naravno ²tevilo n je vsota dveh kvadratov, £e
in samo £e imajo vsa pra²tevila v pra²tevilskem razcepu ²tevila n, ki so oblike 4k+3,
sode eksponente.
Dokaz. (⇐) Predpostavimo, da v kanoni£ni predstavitvi naravnega ²tevila n ni pra-
²tevil oblike 4k + 3 z lihimi eksponenti. Zapi²imo ga v obliki n = t2u, kjer nam u
predstavlja produkt pra²tevil in sicer vseh tistih, ki niso oblike 4k + 3.
Po izreku 5.5 lahko vsako pra²tevilo kanoni£ne predstavitve v u zapi²emo kot
vsoto dveh kvadratov. Ker je produkt ²tevil kot vsote dveh kvadratov spet vsota
dveh kvadratov (po izreku 5.2), sledi, da je tudi u = x2 + y2 vsota dveh kvadratov.
Ker je n = t2u = t2(x2 + y2) = (tx)2 + (ty)2, se da tudi ²tevilo n zapisati kot vsota
dveh kvadratov.
(⇒) Sedaj pa nasprotno predpostavimo, da v kanoni£ni predstavitvi naravnega
²tevila n = x2 + y2, ki je vsota dveh kvadratov, obstaja pra²tevilo p oblike 4k + 3
(ekvivalentno p ≡ 3 (mod 4)) z lihim eksponentom, recimo na potenco 2j + 1.
Vzemimo, da je x = ad, y = bd in D(x, y) = d. Sledi, da sta si ²tevili a in b tuji
oziroma D(a, b) = 1 ter nadalje tudi velja
n = x2 + y2 = (ad)2 + (bd)2 = (a2 + b2)d2 = md2 za m = a2 + b2.
Vzemimo, da je pk najve£ja potenca pra²tevila p, ki deli ²tevilo d. Potem je m
deljiv s p
2j+1
p2k
. Zaradi nenegativnosti velja 2j − 2k + 1 ≥ 1 in tako p | m. Ker velja
D(a, b) = 1 in m = a2 + b2, pra²tevilo p ne deli ²tevila a in tudi ne ²tevila b.
Potem mora obstajati celo ²tevilo z, za katero velja az ≡ b (mod p) in tako
a2 + b2 ≡ a2 + (az)2 = a2(1 + z2) (mod p)
oziroma a2(1 + z2) ≡ 0 (mod p), ker je m = a2 + b2 in p | m.
Ker p ne deli a, sledi 1 + z2 ≡ 0 (mod p) oziroma z2 ≡ −1 (mod p). To pa
ni mogo£e, saj −1 ne more biti kvadratni ostanek pra²tevila p, za katerega smo
predpostavili, da velja p ≡ 3 (mod 4). Torej tako izbranega ²tevila n ne moremo
zapisati kot vsoto dveh kvadratov. 
Primer 5.8. Poglejmo si ²e zgleda za oba primera. tevila 60 = 22 · 3 · 5 ne
moremo zapisati kot vsote dveh kvadratov. Sicer velja 3 ≡ 3 (mod 4), vendar pa
ima pra²tevilo 3 lihi eksponent. Kot drug primer pa si poglejmo ²tevilo 10829.
Razcepimo ga na prafaktorje
10829 = 72 · 13 · 17 = 72 · (32 + 22)(42 + 12).
Velja (32 + 22)(42 + 12) = (3 · 4 + 2 · 1)(3 · 1− 2 · 4) = 142 + 52 in tako dobimo vsoto
dveh kvadratov 10829 = 72 (142 + 52) = 982 + 352. ♦
6. Vsota treh kvadratov
Sedaj, ko poznamo osnovni izrek za vsoto dveh kvadratov, je logi£no nadaljevanje
vpra²anje, katera naravna ²tevila lahko zapi²emo kot vsoto kvadratov treh ²tevil
n = x2+y2+z2? Ugotovili smo, da se vsa naravna ²tevila ne dajo zapisati kot vsota
dveh kvadratov. Podobno velja tudi za vsoto treh kvadratov (na primer ²tevilo 7).
Prva ugotovitev, ki izhaja iz vsote dveh kvadratov, je, da omenjeni pogoji veljajo
tudi za vsoto treh kvadratov, £e v vsoti treh kvadratov za tretje ²tevilo dovolimo
tudi uporabo ²tevila 02.
Izkaºe se, da je problem vsote treh kvadratov teºji od problema vsote dveh ali
²tirih kvadratov. Ena izmed teºav namre£ je, da v splo²nem ne velja, da se da vsak
19
produkt treh kvadratov zapisati kot vsoto treh kvadratov, tako, kot se da to pokazati
pri produktu dveh oziroma ²tirih kvadratov:
(x21 + x
2
2 + x
2
3) (y
2
1 + y
2
2 + y
2
3) ̸= z21 + z22 + z23 .
Primer 6.1. Za zgled si poglejmo ²tevilo 63. tevilo lahko zapi²emo kot produkt
dveh naravnih ²tevil, ki je vsako zase vsota treh kvadratov, po drugi strani pa ne
obstaja vsota kvadratov treh naravnih ²tevil, s katerimi bi zapisali ²tevilo 63. Velja
namre£, da je 63 = 32 · 7 = 3 · 21 = (12+12+12) · (42+22+12), vendar pa je 63 ≡ 7
(mod 8) in tako (po izreku 6.2) razcepa na vsoto treh kvadratov ni. ♦
Kdaj je dano naravno ²tevilo n vsota treh kvadratov n = x2 + y2 + z2?
Izrek 6.2 ([2]). e za naravno ²tevilo n velja, da se da zapisati kot vsota treh
kvadratov n = x21+ x
2
2+ x
2
3, potem n ni oblike 4
a(8b+7) za poljubna a ≥ 0 in b ≥ 0.
Dokaz. Najprej pokaºemo, da se naravna ²tevila oblike 8b + 7 ne da zapisati kot
vsoto treh kvadratov. V ta namen pogledamo moºne ostanke pri deljenju poljubnega
naravnega ²tevila x2 s ²tevilom 8. Velja, da je x2 ≡ 0, 1 ali 4 (mod 8). Ugotovitev
raz²irimo na vsoto kvadratov treh poljubnih naravnih ²tevil x, y in z:
x2 + y2 + z2 ≡ 0, 1, 2, 3, 4, 5 ali 6 (mod 8).
Enako mora veljati tudi za vsa naravna ²tevila oblike 8b+ 7, torej
8b+ 7 = x2 + y2 + z2 ≡ 0, 1, 2, 3, 4, 5 ali 6 (mod 8).
Tega pa za ²tevila oblike 8b+7 ni mogo£e izpolniti, saj takega kvadratnega ostanka
za vsoto kvadratov treh poljubnih naravnih ²tevil ni.
Ugotovitev raz²irimo na naravna ²tevila oblike 4a(8b+ 7) za a ≥ 1. Ker velja
4a(8b+ 7) = x2 + y2 + z2 ≡ 0 (mod 4),
mora veljati tudi x2 ≡ y2 ≡ z2 ≡ 0 (mod 4), saj ima poljuben kvadrat naravnega
²tevila pri deljenju s 4 ostanek 0 ali pa 1. To pa pomeni, da morajo biti vsa tri
²tevila x, y in z soda. Zato vzemimo, da je x = 2x1, y = 2y1 in z = 2z1. Sledi
4a(8b+ 7) = (22)a(8b+ 7) = x2 + y2 + z2 = 4(x21 + y
2
1 + z
2
1)
oziroma
4a−1(8b+ 7) = x21 + y
2
1 + z
2
1 .
Postopek ponavljamo, dokler je a − 1 ≥ 1. Na koncu dobimo rezultat, da se da
²tevilo 8b + 7 = x2a + y
2
a + z
2
a zapisati kot vsota treh kvadratov. To pa smo ºe
pokazali, da ni izvedljivo. 
Primer 6.3. Poglejmo si ²tevilo 14. Velja 14 ̸≡ 7 (mod 8) in tako 32 + 22 + 12 =
9 + 4 + 1 = 14. Poglejmo si ²e ²tevilo 15. Vidimo, da velja Kongru1578 in tako
razcepa na vsoto treh kvadratov ne moremo najti. Velja namre£ 32 + 22 + 12 = 14,
naslednja kombinacija pa je 32 + 22 + 22 = 17. ♦
e nekaj zanimivosti. e Diofant je zapisal domnevo, da se nobeno ²tevilo oblike
8k + 7 ne da zapisati kot vsoto treh kvadratov. Domnevo je potrdil Descartes leta
1638 in tudi zapisal splo²nej²i kriterij 4a(8b+ 7), torej tak, kot ga poznamo danes.
Izrek je posku²al dokazati Legendre leta 1798, vendar pa je matemati£no korekten
dokaz posredoval ²ele Dirichlet leta 1837. Gauss je leta 1801 v svoji knjigi Disquisi-
tiones Arithmeticae objavil kompleten dokaz z uporabo teorije kvadratnih ostankov,
ki sicer ne potrebuje Dirichletovega izreka, je pa sam dokaz zelo zahteven. Ker se na
Dirichletov izrek sklicujemo v ve£ dokazih, je prav, da ga zapi²emo (brez dokaza).
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Izrek 6.4 (Dirichlet [2, izrek 3.7, stran 56]). e sta naravni ²tevili a in b tuji, kar
pomeni D(a, b) = 1, potem aritmeti£no zaporedje
a, a+ b, a+ 2b, a+ 3b, . . .
vsebuje neskon£no mnogo pra²tevil.
Dejansko nam izrek 6.2 podaja potreben pogoj zato, da se da neko ²tevilo zapisati
kot vsoto treh kvadratov, ni pa zadosten. Dokaz, da je potreben pogoj tudi zadosten,
pa ni enostaven. Najprej zapi²imo nekaj potrebnih deﬁnicij in izrekov. Pri tem bomo
sledili [9].
Deﬁnicija 6.5 (Splo²na deﬁnicija kvadratne forme). Naj bodo x1, x2, . . . , xr
celo²tevilske spremenljivke. Nadalje naj bodo akl, 1 ≤ k ≤ l ≤ r, celo²tevilski
koeﬁcienti. Potem nam predstavlja izraz
F = F (x1, x2, . . . , xr) = a11x
2
1 + 2a12x1x2 + · · · + 2a1rx1xr + · · · + arrx2r
kvadratno formo.
Za na²e potrebe bomo predpostavili, da velja akl = alk za 1 ≤ l < k ≤ r in tako
F =
∑
k,l aklxkxl, kjer vsota te£e od 1 do r.
Deﬁnicija 6.6 (Diskriminanta). Determinanto |akl| imenujemo diskriminanta za
kvadratno formo F . Ozna£ujemo jo z d.
Deﬁnicija 6.7 (Ekvivalentnost kvadratnih form). Naj bosta F = F (x1, x2, . . . , xr)
in G = G(x1, x2, . . . , xr) kvadratni formi. Formi sta ekvivalentni, kar pi²emo kot
F ∼ G, £e obstaja r2 ²tevil ckl z determinanto
|ckl| =
⏐⏐⏐⏐⏐⏐
c11 · · · c1r
· · · · ·
cr1 · · · crr
⏐⏐⏐⏐⏐⏐ = 1,
za katero vpeljava novih spremenljivk
xk =
∑
l
cklyl
preoblikuje formo F (x1, x2, . . . , xr) v formo G = G(y1, y2, . . . , yr).
Deﬁnicija 6.8 (Deﬁnitnost). Kvadratna forma F je deﬁnitna, £e je F > 0 za vsa
²tevila x1, x2, . . . , xr, ki niso vsa hkrati enaka 0.
Za dokaz zadostnega kriterija za vsoto treh kvadratov potrebujemo spodnjo lemo,
ki jo navajamo brez dokaza.
Lema 6.9 ([9, izrek 185, stran 160]). Vsaka deﬁnitna troji²ka forma z diskriminanto
enako 1 je ekvivalentna formi x21 + x
2
2 + x
2
3.
Lema nam zagotavlja, da se da vsako ²tevilo, ki ga taka forma predstavlja, zapisati
kot vsota treh kvadratov.
Izrek 6.10. e naravno ²tevilo n ni oblike 4a(8b + 7) za poljubna a ≥ 0 in b ≥ 0,
potem ga lahko zapi²emo kot vsoto treh kvadratov n = x21 + x
2
2 + x
2
3.
Dokaz. Brez izgube splo²nosti predpostavimo, da je naravno ²tevilo n bodisi liho
ali pa dvakratnik lihega ²tevila in ni kongruentno 7 po modulu 8, torej ²tevilo, za
katero velja
n ≡ 1, 2, 3, 5 ali 6 (mod 8).
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Po lemi 6.9 je dovolj, da za n najdemo deﬁnitno troji²ko formo z diskriminanto
enako 1. Tako moramo v na²em primeru najti vsaj eno re²itev, ki bo zado²£ala
pogojem deﬁnitnosti. Zato i²£emo ²tevila a11, a12, a13, a22, a23, a33, x1, x2 in x3, ki
zado²£ajo naslednjim ²tirim pogojem:
(1) a11 > 0,
(2) b = a11a22 − a212 > 0,
(3)
⏐⏐⏐ a11 a12 a13a12 a22 a23
a13 a23 a33
⏐⏐⏐ = 1 in
(4) a11x21 + 2a12x1x2 + 2a13x1x3 + a22x
2
2 + 2a23x2x3 + a33x
2
3 = n.
Imamo devet neznank in ²tiri ena£be. Zato iz danih pogojev dolo£imo pet ²tevil, ki
gotovo zado²£ajo zahtevanim pogojem, in sicer
a13 = 1, a23 = 0, x1 = 0, x2 = 0, x3 = 1.
Ker ne i²£emo trivialne re²itve, predpostavimo, da je a33 = n > 1. Dolo£iti moramo
²e preostala ²tevila a11, a12 in a22. Iz tretjega pogoja sledi⏐⏐⏐⏐⏐⏐
a11 a12 1
a12 a22 0
1 0 n
⏐⏐⏐⏐⏐⏐ = (a11a22 − a212)n− a22 = bn− a22 = 1 oziroma a22 = bn− 1.
Ker je a11 > 0 in b+ a212 = a11a22 > 0 sledi, da je a22 > 0 netrivialna re²itev.
Dobljen izraz prevedemo na problem kvadratnih ostankov, in sicer
a212 = −b+ a11a22 oziroma a212 ≡ −b (mod a22),
kar pomeni, da mora biti −b kvadratni ostanek po modulu a22 = bn−1. Preverimo,
£e je to res za vsak predpostavljeni n ≡ 0, 1, 2, 3, 5 ali 6 (mod 8).
Najprej preverimo za sode ostanke n ≡ 2 ali 6 (mod 8). Radi bi pokazali, da
obstaja pra²tevilo p = bn−1, za katero je−b kvadratni ostanek po modulu pra²tevila
p, torej
(−b
p
)
= 1.
Tako za privzeta n = 2 in tudi za n = 6 velja, da je
D(4n, n− 1) = D(4 · 2, 2− 1) = D(8, 1) = D(4 · 6, 6− 1) = D(24, 5) = 1
in tako po Dirichletovem izreku 6.4 obstaja pra²tevilo p oblike
p = (4n)v + (n− 1) = (4v + 1)n− 1.
Postavimo 4v + 1 = b. Zato je p = bn− 1 in sledi izpolnjen pogoj b > 0. Potem iz
b = 1 + 4v sledi
b ≡ 1 (mod 4) in p ≡ 1 (mod 4) za n ≡ 2 (mod 8) in n ≡ 6 (mod 8).
Uporabimo izrek 4.18 in njegove posledice ter izpeljemo(−b
p
)
= (−1)−b−12 p−12
(
p
b
)
=
(
p
b
)
=
(
bn− 1
b
)
=
(−1
b
)
= 1.
Pokazali smo, da je −b kvadratni ostanek po modulu p = bn− 1.
Sedaj preverimo ²e lihe ostanke n ≡ 1, 3 ali 5 (mod 8). Podobno kot pri sodih
ostankih i²£emo kombinacijo para med seboj tujih (in z n povezanih) ²tevil, za
katerega bomo uporabili Dirichletov izrek, ki nas bo pripeljal do sklepa, da je tudi
za te primere −b kvadratni ostanek po modulu pra²tevila p.
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V ta namen za ostanek n ≡ 3 (mod 8) postavimo c = 1, za ostanka n ≡ 1 (mod 8)
in n ≡ 5 (mod 8) pa c = 3. Za vse tri primere velja, da je ²tevilo cn−1
2
liho ter da je
D(4n, cn−1
2
) = 1, kar lahko pokaºemo kot
D
(
4n,
cn− 1
2
)
= D
(
4 · 3, 1 · 3− 1
2
)
= D(12, 1)
= D
(
4 · 1, 3 · 1− 1
2
)
= D(4, 1)
= D
(
4 · 5, 3 · 5− 1
2
)
= D(20, 7) = 1.
Po Dirichletovem izreku sledi, da obstaja pra²tevilo p oblike
p = (4n)v +
(
cn− 1
2
)
=
1
2
(
(8v + c)n− 1
)
.
Postavimo 8v + c = b. Zato je 2p = bn− 1 in sledi izpolnjen pogoj b > 0. Potem iz
b = c+ 8v sledi b ≡ c (mod 8) in tako za lihe ostanke velja
b ≡ 3 (mod 8) in p ≡ 1 (mod 4) za n ≡ 1 (mod 8),
b ≡ 1 (mod 8) in p ≡ 1 (mod 4) za n ≡ 3 (mod 8),
b ≡ 3 (mod 8) in p ≡ 3 (mod 4) za n ≡ 5 (mod 8).
Uporabimo izrek 4.18, Eulerjev kriterij 4.17 in njune posledice ter izpeljemo(−b
p
)
= (−1)−b−12 p−12
(
p
b
)
=
(
p
b
)
.
Ker za vse primere iz kongruenc sledi, da je
(−2
b
)
= 1, nadalje velja(
p
b
)
=
(
p
b
)(−2
b
)
=
(−2p
b
)
=
(
1− bn
b
)
=
(
1
b
)
= 1.
Torej je −b kvadratni ostanek po modulu p. Ker velja, da je −b ≡ 12 (mod 2), velja
tudi, da je −b kvadratni ostanek tudi po modulu 2p = bn− 1. 
Tako smo pri²li do temeljnega cilja naloge, in sicer vpra²anja, katera ²tevila lahko
zapi²emo kot vsoto ²tirih kvadratov.
7. Vsota ²tirih kvadratov
Podobno kot pri izpeljavi pogojev za vsoto dveh kvadratov, bo tudi tu zelo upo-
rabno dejstvo, da je produkt dveh ²tevil, ki sta vsako zase vsota ²tirih kvadratov,
tudi ²tevilo, ki je vsota ²tirih kvadratov.
Izrek 7.1 ([3]). e sta naravni ²tevili m in n vsako zase vsota ²tirih kvadratov,
potem je tudi njun zmnoºek mn vsota ²tirih kvadratov.
Dokaz. Postavimo m = a2 + b2 + c2 + d2 in n = e2 + f 2 + g2 + h2, zmnoºimo in
uredimo kon£ne £lene:
mn = (a2 + b2 + c2 + d2)(e2 + f 2 + g2 + h2)
= (ae+ bf + cg + dh)2 + (af − be+ ch− dg)2
+ (ag − bh− ce+ df)2 + (ah+ bg − cf − de)2.
Dobimo, da se da tudi njun zmnoºek zapisati kot vsoto ²tirih kvadratov. 
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Za dokaz Bachetove domneve potrebujemo lemo in posledi£no izrek, iz katerih bo
sledilo, da se da vsako naravno ²tevilo zapisati kot vsoto ²tirih kvadratov.
Lema 7.2 ([3]). e je p > 2 liho pra²tevilo, potem lahko najdemo tako naravno
²tevilo k, k < p, za katero ima ena£ba kp = x2 + y2 + z2 + w2 re²itev za naravna
²tevila x, y, z in w.
Dokaz. Najprej bomo pokazali, da obstajata ²tevili x in y, za kateri velja
x2 + y2 + 1 ≡ 0 (mod p)
pri pogoju 0 ≤ x, y < p/2. V ta namen deﬁnirajmo mnoºici ²tevil S in T z elementi
S =
{
02, 12, . . . ,
(
p− 1
2
)2}
in
T =
{
−1− 02,−1− 12, . . . ,−1−
(
p− 1
2
)2}
.
Za poljubni dve ²tevili iz mnoºice S, kakor tudi iz mnoºice T , velja, da nista kongru-
entni po modulu p. Unija obeh mnoºic S ∪T vsebuje p+1 razli£nih celih ²tevil. Po
na£elu predal£kanja 5.1 lahko najdemo par ²tevil iz njune unije, ki sta kongruentni
po modulu p, in sicer eno iz mnoºice S ter drugo iz mnoºice T . To pomeni, da lahko
najdemo ²tevili x in y, za kateri bo veljalo
x2 + y2 + 1 ≡ 0 (mod p),
njune vrednosti pa leºijo med ²tevili 0 in (p−1)/2, torej 0 ≤ x, y ≤ (p−1)/2. Zaradi
kongruentnosti sledi, da je x2+ y2+1− 0 = kp za neko ²tevilo k, iz intervala njunih
vrednosti pa ²e kp = x2 + y2 + 1 ≤ (p−1
2
)2
+
(
p−1
2
)2
+ 1 < p2 oziroma k < p. 
Sedaj lahko dokaºemo, da se da vsako pra²tevilo zapisati kot vsoto ²tirih kvadra-
tov.
Izrek 7.3 ([11]). e je p pra²tevilo, potem ima ena£ba p = x2+ y2+ z2+w2 re²itev
za naravna ²tevila x, y, z in w.
Dokaz. Izrek o£itno velja za edino sodo pra²tevilo 2, saj velja 2 = 12 + 12 + 02 + 02.
Zdaj lahko predpostavimo, da je p liho pra²tevilo. Po lemi 7.2 lahko najdemo
najmanj²e ²tevilo m tako, da ima ena£ba mp = x2+y2+z2+w2 re²itev. Izrek bomo
dokazali, £e pokaºemo, da je najmanj²i tak m enak 1.
Predpostavimo, da je m > 1. e je m sodo ²tevilo, potem ima ena£ba mp =
x2 + y2 + z2 + w2 re²itev v primeru, da sta poljubni dve ²tevili na desni sodi ali pa
so vsa ²tevila na desni strani bodisi soda ali pa liha. V vseh primerih lahko ²tevila
na desni preuredimo tako, da velja
x ≡ y (mod 2) in z ≡ w (mod 2).
Sledi, da so x−y
2
, x+y
2
, z−w
2
in z+w
2
cela ²tevila in(
x− y
2
)2
+
(
x+ y
2
)2
+
(
z − w
2
)2
+
(
z + w
2
)2
=
x2−2xy+y2
4
+
x2+2xy+y2
4
+
z2−2zw+w2
4
+
z2+2zw+w2
4
=
x2+y2+z2+w2
2
=
mp
2
,
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kar pa nasprotuje na²i predpostavki, da je ²tevilo m najmanj²e ²tevilo, za katero
velja ena£ba mp = x2 + y2 + z2 + w2.
Sedaj pa predpostavimo, da je ²tevilo m liho. Vzemimo taka cela ²tevila a, b, c
in d, da pri pogoju −m/2 < a, b, c, d < m/2 velja
a ≡ x (mod m), b ≡ y (mod m), c ≡ z (mod m) in d ≡ w (mod m).
Sledi, da velja
a2 + b2 + c2 + d2 ≡ x2 + y2 + z2 + w2 (mod m)
oziroma
a2 + b2 + c2 + d2 = km
za neko ²tevilo k. Ker smo predpostavili −m/2 < a, b, c, d < m/2, nadalje velja
0 ≤ a2 + b2 + c2 + d2 < 4
(m
2
)2
= m2
ter kot posledica ²e 0 ≤ a2 + b2 + c2 + d2 = km < m2 oziroma 0 ≤ k < m. e bi bil
k = 0, bi to pomenilo, da je a = b = c = d = 0 in x ≡ y ≡ z ≡ w ≡ 0 (mod m) ter
tako, da m deli vsa ²tevila x, y, z in w. Ker je x2 + y2 + z2 +w2 = mp, potem sledi
m2 | mp, kar pa ni mogo£e, saj je 1 < m < p. To pomeni, da je k > 0.
Nadaljujmo
(x2 + y2 + z2 + w2)(a2 + b2 + c2 + d2) = mpkm = m2kp.
Po izreku 7.1 vemo, da je produkt dveh ²tevil, ki je vsako zase vsota ²tirih kvadratov,
spet vsota ²tirih kvadratov, zato lahko zgornji izraz preoblikujemo
m2kp = (x2 + y2 + z2 + w2)(a2 + b2 + c2 + d2)
= (ax+ by + cz + dw)2 + (bx− ay + dz − cw)2
+ (cx− dy − az + bw)2 + (dx+ cx− bz − aw)2.
Glede na privzeta ²tevila a, b, c in d kot kongruence zato velja
ax+ by + cz + dw ≡ x2 + y2 + z2 + w2 ≡ 0 (mod m),
bx− ay + dz − cw ≡ yx− xy + wz − zw ≡ 0 (mod m),
bx− ay + dz − cw ≡ zx− wy − xz + yw ≡ 0 (mod m) in
dx+ cx− bz − aw ≡ wx+ zy − zy − xw ≡ 0 (mod m).
Od tod vidimo, da so vsi £leni deljivi z m. Njihove kvociente z m ozna£imo kot
X =
ax+ by + cz + dw
m
, Y =
bx− ay + dz − cw
m
,
Z =
bx− ay + dz − cw
m
in W =
dx+ cx− bz − aw
m
.
Potem velja
X2 + Y 2 + Z2 +W 2 =
m2kp
m2
= kp
kar je v nasprotju z izbiro ²tevila m in je zato m = 1. 
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Sedaj imamo vse pripravljeno za dokaz Bachetove domneve, da se da vsako na-
ravno ²tevilo zapisati kot vsoto ²tirih kvadratov.
Izrek 7.4 (Bachetova domneva [1]). Vsako naravno ²tevilo je vsota ²tirih kvadratov.
Dokaz. Naj bo n naravno ²tevilo. Vsako naravno ²tevilo lahko razcepimo na produkt
pra²tevil. Ker po izreku 7.3 vemo, se da vsako pra²tevilo zapisati kot vsoto ²tirih
kvadratov, po drugi strani pa po izreku 7.1 velja, da je produkt dveh ²tevil, ki sta
vsako zase vsota ²tirih kvadratov, tudi vsota ²tirih kvadratov, sledi, da se da tudi
²tevilo n zapisati kot vsoto ²tirih kvadratov. 
Bolj kot Bachetova domneva, se kot klasi£ni rezultat za vsoto ²tirih kvadratov ²teje
Lagrangeev izrek iz leta 1772. Lagrange je s pomo£jo Eulerjevega predhodnega dela
uspel konstruirati dokaz, ki pa ga je leto kasneje Euler poenostavil v obliko, ki je v
celoti povzeta v tem poglavju.
Izrek 7.5 (Lagrange [11]). Diofantska ena£ba n = x2 + y2 + z2 + t2 je re²ljiva za
vsako ²tevilo n ≥ 0.
Dokaz. O£itno se da ²tevilo 1 zapisati kot vsoto ²tirih kvadratov 1 = 12+02+02+02.
Poglejmo naravna ²tevila n ≥ 1. Naj bo
n = p1 · p2 · . . . · pr
razcep ²tevila n na produkt r pra²tevil, ki niso nujno med seboj razli£na. Po izreku
7.3 vemo, da se da vsako od pra²tevil v razcepu zapisati kot vsoto ²tirih kvadratov.
Prav tako vemo, da je produkt dveh ²tevil, ki sta vsaki zase vsota ²tirih kvadratov,
tudi vsota ²tirih kvadratov po lemi 7.1. Zato to velja za produkt prvih dveh pra²tevil
p1 in p2. Z indukcijo zadevo raz²irimo na vsa preostala pra²tevila razcepa ²tevila n
in dobimo iskano predstavitev naravnega ²tevila n kot vsoto ²tirih kvadratov. 
Primer 7.6. Za zgled zapi²imo ²tevilo 11466 kot vsoto ²tirih kvadratov:
11466 = 72 · 13 · 18 = 72 (22 + 22 + 22 + 12) (32 + 22 + 22 + 12)
= 72
(
(2 · 3 + 2 · 2 + 2 · 2 + 1 · 1)2 + (2 · 2− 2 · 3 + 2 · 1− 1 · 2)2
+ (2 · 2− 2 · 1− 2 · 3 + 1 · 2)2 + (2 · 1 + 2 · 2− 2 · 2− 1 · 3)2)
= 72(152 + 22 + 22 + 12)
in tako dobimo, da je 11466 = 1052 + 142 + 142 + 72. ♦
Pribliºno v istem £asu, ko je Lagrange dokazal izrek za vsoto ²tirih kvadratov,
je matematik Waring predlagal njegovo posplo²itev. Njegova domneva pravi, da za
vsak eksponent k ≥ 2 obstaja vsota kon£nega ²tevila k-tih potenc ²tevil xi ≥ 0, s
katerimi lahko zapi²emo vsako naravno ²tevilo n kot
n = xk1 + x
k
2 + · · ·+ xks ,
pri £emer minimalno ²tevilo potrebnih ²tevil ozna£ujemo z g(k) = s. Waring je
domneval, da je g(2) = 4, g(3) ≤ 9, g(4) ≤ 19, g(5) ≤ 37 . . .
Prvi je zelo grobo oceno podal Liouville leta 1859, in sicer je ugotovil, da se da
vsako naravno ²tevilo zapisati z najve£ 53 ²tevili na £etrto potenco, torej g(4) ≤ 53
(danes je znana ocena 19 ≤ g(4) ≤ 35). ele leta 1909 je Hilbert objavil dokaz, da je
za vsak k ²tevilo g(k) kon£no. Vpra²anje, ki je ostalo odprto in na katerega to£nega
odgovora ne poznamo ²e danes, pa je, katero je najmanj²e potrebno ²tevilo g(k) = s
za vsak k ≥ 2.
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V letih 19221925 sta matematika Hardy in Littlewood v ve£ £lankih objavila, da
z nara²£anjem eksponenta k za velika ²tevila n velja ocena
s ≤ (k − 2) 2k−1 + 5.
Leta 1936 je ameri²ki matematik Dickson, avtor najobseºnej²ega dela o teoriji ²tevil
na 1600 straneh History of the Theory of Numbers, skoraj v celoti potrdil v osnovi
Eulerjevo domnevo, da za skoraj vsa ²tevila k ≥ 6 (razen morda za kon£no mnogo
²tevil) velja ocena (skladna z Waringovo domnevo)
s = 2k +
[(
3
2
)k]
− 2.
Danes se s pomo£jo ra£unalnikov preverjajo velike koli£ine ²tevil in matematiki
prihajajo do vedno bolj²ih ocen, na kon£no potrditev Waringove ocene pa ²e £akamo.
Kot zadnjega predstavimo ²e Jacobijev izrek iz leta 1834, ki podaja eksplicitno
formulo za izra£un ²tevila na£inov predstavitve nekega danega ²tevila kot vsote ²tirih
kvadratov.
8. Jacobijev izrek
Dokaz za Jacobijev izrek zahteva kar nekaj priprav teorije, ki je do sedaj nismo
omenili. e ne bomo posebej poudarili, bomo vsa ²tevila ²teli kot naravna ²tevila.
Najprej deﬁnirajmo oznako za ²tevilo vseh moºnih predstavitev danih ²tevil kot
vsote kvadratov. eprav razli£ni avtorji navajajo razli£ne oznake, je v veljavi, da se
²tevilo vseh predstavitev danega ²tevila, kot vsota kvadratov ozna£uje z r.
Deﬁnicija 8.1 (tevilo vseh predstavitev [14]). Za dani naravni ²tevili k in n ozna-
£ujemo ²tevilo vseh predstavitev ²tevila n kot vsoto k kvadratov z rk(n) in velja
rk(n) = card
{
(x1, x2, . . . , xk) ∈ Zk | n = x21 + x22 + · · ·+ x2k
}
.
tevilo 0 lahko samo na en sam na£in predstavimo kot vsoto k kvadratov, in sicer
kot 0 = 02 + · · ·+ 02, zato je rk(0) = 1 za vsako naravno ²tevilo k.
Deﬁnicija 8.2 (Razlikovanje med na£ini predstavitve [8]). Neka predstavitev da-
nega naravnega ²tevila kot, vsote k kvadratov je razli£na od drugih predstavitev,
£e se razlikuje po vrstnem redu kvadrata kakor tudi po ²tevilu, ki je kvadrirano.
Kvadriramo pa lahko pozitivna in negativna cela ²tevila.
Oglejmo si konkreten primer.
Primer 8.3. tevilo 1 se da po Jacobijevem izreku predstaviti na osem razli£nih
na£inov, in sicer:
12 + 02 + 02 + 02, (−1)2 + 02 + 02 + 02, 02 + 12 + 02 + 02, 02 + (−1)2 + 02 + 02,
02 + 02 + 12 + 02, 02 + 02 + (−1)2 + 02, 02 + 02 + 02 + 12, 02 + 02 + 02 + (−1)2.
To so vse moºne predstavitve. ♦
Za dokaz potrebujemo deﬁnicijo numeri£ne funkcije χ(n), katero razli£ni avtorji
ozna£ujejo ter tudi poimenujejo druga£e. Jacobi jo je poimenoval karakterna funkcija
za dani modul oziroma na kratko karakter. V novej²i literaturi jo ozna£ujejo kot
LegendreJacobiKroneckerjev simbol.
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Deﬁnicija 8.4 (Karakter [14]). tevilo vseh predstavitev naravnega ²tevila n kot
vsoto dveh kvadratov ozna£ujemo z r2(n) in je enako
r2(n) = card
{
(x1, x2) ∈ Z× Z | n = x21 + x22
}
.
Karakter za vsoto dveh kvadratov je za naravna ²tevila d deﬁniran kot
χ(d) =
⎧⎪⎨⎪⎩
0 £e je d ≡ 0 (mod 2)
1 £e je d ≡ 1 (mod 4)
−1 £e je d ≡ 3 (mod 4)
Karakter za vsoto dveh kvadratov χ(n) zavzame za naravna ²tevila n = 1, 2, 3, . . .
vrednosti 1, 0,−1, 0, 1, 0, . . . in je multiplikativen za vsak par lihih naravnih ²tevil
n in m, saj velja χ(nm) = χ(n)χ(m). Vsota vrednosti karakterja za delitelje da-
nega naravnega ²tevila nam podaja ²tevilo vseh predstavitev ²tevila kot vsote dveh
kvadratov, kar nam pove naslednji izrek (brez dokaza).
Izrek 8.5 ([14, izrek 9.3, stran 79]). Naj bo n naravno ²tevilo. Potem velja
r2(n) = 4
∑
d|n
χ(d).
Primer 8.6. Za zgled izra£unajmo ²tevilo vseh razli£nih predstavitev ²tevila 10.
Delitelji ²tevila 10 so ²tevila 1, 2, 5 in 10, vrednosti karakterne funkcije njegovih
deliteljev pa so enake χ(1) = 1, χ(2) = 0, χ(5) = 1 in χ(10) = 0. Zato velja
r2(10) = 4 · (1 + 0 + 1 + 0) = 8. ♦
Za laºjo notacijo deﬁniramo vsoto vseh deliteljev za dano naravno ²tevilo.
Deﬁnicija 8.7 (Vsota deliteljev [14]). Za dano naravno ²tevilo n ozna£ujemo vsoto
vseh njegovih deliteljev d kot
S(n) =
∑
d|n
d.
Lotimo se prvega izreka. Pri tem bomo sledili [9].
Izrek 8.8. Za dano ²tevilo n naj bo R(n) ²tevilo vseh re²itev ena£be
4n = x21 + x
2
2 + x
2
3 + x
2
4.
Potem velja, da je R(n) = S(n).
Dokaz. tevilo vseh re²itev ena£be 4n = x21 + x
2
2 + x
2
3 + x
2
4 bomo dobili tako, da
bomo ²tevilo 4n razcepili na vsoto 2l + 2m na vse moºne na£ine, nato pa bomo pri
pogoju x21 + x
2
2 ≡ x23 + x24 ≡ 2 (mod 4) re²ili ena£bi
2l = x21 + x
2
2 in 2m = x
2
3 + x
2
4.
Ena£ba 2k = x2 + y2 ima pri pogoju x21 + x
2
2 ≡ x23 + x24 ≡ 2 (mod 4) re²itev le za
liha ²tevila k. V tem primeru sta tudi ²tevili x in y lihi, saj sicer ena£ba ni re²ljiva.
To pa pomeni, da je splo²nih re²itev ena£be 2k = x2 + y2 ²tirikrat ve£ kot re²itev v
primeru, ko sta ²tevili x in y lihi.
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Po izreku 8.5 velja
R(n) =
∑
l+m=2n
1
4
r2(2l)
1
4
r2(2m) =
∑
l+m=2n
⎛⎝∑
a|2l
χ(a)
∑
b|2m
χ(b)
⎞⎠
=
∑
l+m=2n
⎛⎝∑
a|l
χ(a)
∑
b|m
χ(b)
⎞⎠ = ∑
l+m=2n
∑
a|l
b|m
χ(a b) =
∑
aα+bβ=2n
χ(a b)
Dobili smo vsoto po vseh £etverkah ²tevil a in α ter b in β, za katera velja vsota
aα + bβ = 2n. Podrobno poglejmo ta izraz.
Najprej si poglejmo kombinacije, za katere je a = b. V tem primeru je α+β = 2n
a
.
Ta ena£ba ima gotovo re²itev za neki α = 1, 3, . . . , 2n
a
− 1 in ustrezni β, ki ga dolo£a
izbrani α. Ker velja χ(aa) = 1, je prispevek vsakega v vsoti enak∑
aα+bβ=2n
a=b
χ(ab) =
∑
a|n
n
a
=
∑
d|n
d = S(n).
e pokaºemo, da je vsota za R(n) za vse ostale primere, ko je a > b ali a < b,
enaka ni£, bomo pokazali, da velja R(n) = S(n), torej dokazujemo∑
aα+bβ=2n
a<b ∧ a>b
χ(ab) = 0.
Zaradi simetrije bo dovolj pokazati, da zgornja enakost velja bodisi za a > b ali
pa za a < b.
Vzemimo, da je a > b in gledamo re²itve za aα + bβ = 2n. Zadostovalo bo, da
pokaºemo, da za vsak par £etverk ²tevil a, α, b, β in a1, α1, b1, β1, ki zado²£ajo pogoju
aα + bβ = 2n, velja zveza
χ(ab) + χ(a1b1) = 0.
V ta namen moramo si izberemo substitucijo kot pravilo
k =
[
b
a− b
]
in k ≥ 0,
ki vsaki £etverki ²tevil a,α,b,β priredi tako £etverko ²tevil a1, α1, b1, β1, za katero
velja, da je a1 > b1, a1α1 + b1β1 = 2n in χ(ab) + χ(a1b1) = 0.
Tako imamo
2n = aα + bβ = (aα + bβ)
(
(k + 1)2 − (k + 2)k)
= aα(k2 − 2k + 1− k2 + 2k) + bβ(k2 + 2k + 1− k2 − 2k)
= aα(k − 1)2 − aα(k + 2)k + bβ(k − 1)2 − bβ(k + 2)k
=
(
(k + 2)α + (k + 1)β
)(− ka+ (k + 1)b)
+
(
(k + 1)α + kβ
)(
(k + 1)a− (k + 2)b) = a1α1 + b1β1.
Izpeljali smo ²tevila nove £etverke:
a1 = (k + 2)α + (k + 1)β, α1 = −ka+ (k + 1)b,
b1 = (k + 1)α + kβ, β1 = (k + 1)a− (k + 2)b.
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S pomo£jo kongruenc preverimo, da so dobljena ²tevila liha:
a1 ≡ k + 2 + k + 1 ≡ 1 (mod 2), α1 ≡ −k + k + 1 ≡ 1 (mod 2),
b1 ≡ k + 1 + k ≡ 1 (mod 2), β1 ≡ k + 1− k − 2 ≡ 1 (mod 2).
Ker v izrazu za ²tevili a1 in b1 ne nastopajo negativni koeﬁcienti, sta ²tevili o£itno
pozitivni. tevilo α1 bo pozitivno, £e bo veljal pogoj (k + 1)b > ka. Iz pogoja
sledi, da mora veljati b
a−b > k. Ker je k =
[
b
a−b
] ≥ 0, je pogoj izpolnjen. Podobno
bo ²tevilo β1 pozitivno, £e bo veljalo (k + 1)a > (k + 2)b. Iz izraza sledi pogoj
k + 1 > b
a−b , ki je seveda izpolnjen. Izpolnjen je tudi pogoj a1 > b1, saj velja
a1 = (k + 2)α + (k + 1)β = (k + 1)α + kβ + (α + β) > (k + 1)α + kβ = b1.
Preverimo, £e substitucija priredi iz nove £etvorke ²tevil prvotna ²tevila a, α, b, β.
Tako postavimo, da je
k =
[
b1
a1 − b1
]
in izpeljemo
(k + 2)α1 + (k + 1)β1 = a
(−k(k + 2) + (k + 1)2) = a,
−ka1 + (k + 1)b1 = α
(−k(k + 2) + (k + 1)2) = α,
(k + 1)α1 + kβ1 = b
(
(k + 1)2 − k(k + 2)) = b,
(k + 1)a1 − (k + 2)b1 = β
(
(k + 1)2 − k(k + 2)) = β.
Zato tudi velja, da je 2n = a1α1 + b1β1 = aα + bβ.
Za konec moramo ²e pokazati, da velja χ(ab) + χ(a1b1) = 0 za aα + bβ = 2n.
V ta namen si najprej poglejmo, £emu je zmnoºek dveh lihih ²tevil v in w kon-
gruenten po modulu 4. Velja
(v − 1) (w − 1) ≡ 0 (mod 4) oziroma vw ≡ v + w − 1 (mod 4)
in tako je
2 ≡ 2n ≡ aα + bβ ≡ (a+ α− 1) + (b+ β − 1) ≡ a+ α + b+ β − 2 (mod 4)
oziroma a+ α + b+ β ≡ 0 (mod 4). Nadalje je
ab+ a1b1 ≡ (a+ b− 1) + (a1 + b1 − 1) ≡ a+ b+ a1 + b1 − 2 (mod 4).
Uporabimo z uvedenim pravilom izpeljane £lene za a1 in b1 in velja:
ab+ a1b1 ≡ a+ b+ (k + 2)α + (k + 1)β + (k + 1)α + kβ − 2 (mod 4),
ab+ a1b1 ≡ (a+ b+ α + β) + 2k(α + β) + 2(α + 1) ≡ 0 (mod 4).
Zato je ab ≡ −(a1b1) (mod 4) in χ(ab) = −χ(a1b1). 
Dobili smo prvi delni rezultat za izpeljavo dokaza za Jacobijev izrek. Za sklepni
del potrebujemo ²e nekaj ocen.
Izrek 8.9. Za dano naravno ²tevilo n velja r4(2n) = 3r4(n).
Dokaz. Naj bo r4(2n) ²tevilo vseh re²itev ena£be
2n = x21 + x
2
2 + x
2
3 + x
2
4.
tevilo 2n je sodo za vsako naravno ²tevilo n, zato mora biti tudi vsota na desni
sodo ²tevilo. Ker je vsak od kvadratov x21, x
2
2, x
2
3 in x
2
4 kongruenten 0 ali pa 1 po
modulu 4, morata tako na desni strani nastopati par lihih in par sodih ²tevil, ostale
kombinacije pa niso moºne.
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Ker je vseh moºnih kombinacij 24, kombinacij, kjer sta dve ²tevili lihi in dve sodi
pa 4, je re²itev za ²estino manj kot vseh moºnih re²itev, torej r4(2n)/6.
Sedaj postavimo ²tevila y1, y2, y3 in y4 kot
y1 =
x1 + x2
2
, y2 =
x1 − x2
2
, y3 =
x3 + x4
2
in y4 =
x3 − x4
2
.
tevila y1, y2, y3 in y4 so naravna ²tevila, za katera velja
y21 + y
2
2 + y
2
3 + y
2
4 =
(
x1 + x2
2
)2
+
(
x1 − x2
2
)2
+
(
x3 + x4
2
)2
+
(
x3 − x4
2
)2
=
=
1
2
(
x21 + x
2
2 + x
2
3 + x
2
4
)
= n.
Zaradi sodosti ²tevila x1 velja
y1 + y2 =
x1 + x2
2
+
x1 − x2
2
= x1 ter y1 + y2 ≡ 0 (mod 2)
in podobno zaradi lihosti ²tevila x3 velja
y3 + y4 =
x3 + x4
2
+
x3 − x4
2
= x3 ter y3 + y4 ≡ 1 (mod 2).
e obrat. tevila x1, x2, x3 in x4 dolo£imo iz izpeljanih ²tevil y1, y2, y3 in y4 kot
x1 = y1 + y2, x2 = y1 − y2, x3 = y3 + y4 in x4 = y3 − y4.
Potem je
x21 + x
2
2 + x
2
3 + x
2
4 = (y1 + y2)
2 + (y1 − y2)2 + (y3 + y4)2 + (y3 − y4)2 =
= 2(y21 + y
2
2 + y
2
3 + y
2
4) = 2n,
²tevili x1 in x2 sta sodi, ²tevili x3 in x4 pa lihi.
Pokazali smo, da je ²tevilo re²itev vsote ²tirih kvadratov y21 + y
2
2 + y
2
3 + y
2
4 = n z
danima pogojema y1 + y2 ≡ 0 (mod 2) in y3 + y4 ≡ 1 (mod 2), enako r4(2n)/6.
Po drugi strani pa naj bo r4(n) ²tevilo vseh re²itev za n = y21+y
2
2+y
2
3+y
2
4. Pre²teti
moramo ²tevilo re²itev za liha naravna ²tevila n. e velja n ≡ 1 (mod 4), mora biti
natanko eno od ²tevil y1, y2, y3 in y4 liho, kar pa je zaradi danih pogojev izpolnjeno
za eno od ²tevil y3 ali y4. e velja n ≡ 3 (mod 4), pa mora biti natanko eno od
²tevil y1, y2, y3 in y4 sodo, in podobno kot pri prvem pogoju mora biti izpolnjeno
tudi za eno od ²tevil y3 ali y4.
Iz tega lahko zaklju£imo, da ima ena£ba y21 + y
2
2 + y
2
3 + y
2
4 = n z danima pogojema
y1 + y2 ≡ 0 (mod 2) in y3 + y4 ≡ 1 (mod 2), pol manj re²itev kot r4(n), zato velja
1
6
r4(2n) =
1
2
r4(n)
oziroma r4(2n) = 3r4(n). 
Podobno lahko izpeljemo ²e naslednji dve enakosti.
Izrek 8.10. Za dano naravno ²tevilo n velja
r4(2n) = r4(4n)
in
r4(4n) = 16S(n) + r4(n).
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Dokaz. Naj bo r4(4n) ²tevilo vseh re²itev ena£be
4n = x21 + x
2
2 + x
2
3 + x
2
4.
To pomeni, da so x1 ≡ x2 ≡ x3 ≡ xk (mod 2). Izberemo si ²tevila
y1 =
x1 + x2
2
, y2 =
x1 − x2
2
, y3 =
x3 + x4
2
in y4 =
x3 − x4
2
ter izra£unajmo vsoto njihovih kvadratov:
y21 + y
2
2 + y
2
3 + y
2
4 =
(
x1 + x2
2
)2
+
(
x1 − x2
2
)2
+
(
x3 + x4
2
)2
+
(
x3 − x4
2
)2
=
=
1
2
(
x21 + x
2
2 + x
2
3 + x
2
4
)
= 2n.
Preverimo ²e obrat. Za ²tevila x1, x2, x3 in x4 si izberemo
x1 = y1 + y2, x2 = y1 − y2, x3 = y3 + y4 in x4 = y3 − y4
ter izra£unajmo vsoto njihovih kvadratov:
x21 + x
2
2 + x
2
3 + x
2
4 = (y1 + y2)
2 + (y1 − y2)2 + (y3 + y4)2 + (y3 − y4)2 =
= 2(y21 + y
2
2 + y
2
3 + y
2
4) = 4n.
e ozna£imo z r4(2n) ²tevilo vseh re²itev za vsoto 2n = y21 + y
2
2 + y
2
3 + y
2
4, potem
velja r4(2n) = r4(4n).
Nadalje, v ena£bi 4n = x21 + x
2
2 + x
2
3 + x
2
4 so vsa ²tevila x1, x2, x3 in x4 bodisi
soda bodisi liha. e so liha, je re²itev natanko r4(n). e pa so vsa soda, potem si
izberemo nova ²tevila
z1 =
x1
2
, z2 =
x2
2
, z3 =
31
2
in z4 =
x4
2
,
ki so vsa liha, vsota njihovih kvadratov pa je, zaradi 16 kombinacij predznakov,
enaka 16R(n) po izreku 8.8. Torej, r4(4n) = 16S(n) + r4(n). 
Primer 8.11. Za zgled si poglejmo delitelje ²tevila 20. Ker je S(n) vsota vseh
deliteljev ²tevila n, ki niso ve£kratniki ²tevila 4, velja S(20) = 1 + 2 + 5 + 10 = 18.
To pa pomeni, da ima ²tevilo 20 kar 8 · 18 = 144 razli£nih predstavitev kot vsota
²tirih kvadratov. ♦
Sedaj imamo vse pripravljeno za sklepni dokaz Jacobijevega izreka, ki nam za
naravno ²tevilo n podaja neposredno formulo za ²tevilo vseh re²itev r4(n) vsote
²tirih kvadratov n = x21+x
2
2+x
2
3+x
2
4, in sicer da je ²tevilo vseh predstavitev danega
²tevila n kot vsote ²tirih kvadratov enako 8-kratniku vsote vseh deliteljev ²tevila n,
ki niso deljivi z 4. Pri tem upo²tevamo deﬁnicijo 8.7 za S(n) in izrek 8.8, ki nam
pove, da je S(n) = R(n).
Izrek 8.12 (Jacobi). Za dano liho naravno ²tevilo n velja
r4(n) = 8S(n).
Za poljubno ²tevilo k > 0 pa velja tudi
r4(2
kn) = 24S(n).
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Dokaz. Najprej uporabimo vse izpeljane enakosti iz predhodnih dveh izrekov 8.9 in
8.10, po katerih velja
3r4(n) = r4(2n) = r4(4n) = 16S(u) + r4(n).
Uporabimo ²e izrek 8.8 in dobimo
r4(n) = 8S(n),
kar pomeni, da je ²tevilo vseh predstavitev danega ²tevila n kot vsote ²tirih kva-
dratov r4(n) enako 8-kratniku vsote vseh deliteljev S(n) = R(n) ²tevila n, ki niso
deljiva z 4. Nadalje ²e velja, da je
3r4(n) = r4(2n) = 3 · 8 · S(n) = 24S(n).
Ker po izreku 8.10 ²e vemo, da velja r4(22n) = r4(2n), kot posledico dobimo
r4(2
kn) = r4(2
k−1n) za vsak k > 0 in tako velja ²e
r4(2
kn) = r4(2n) = 24S(n). 
Posebej enostavno izra£unamo ²tevilo vseh predstavitev r4(p) za pra²tevila p kot
neposredno posledico Jacobijevega izreka. To pa pomeni, da za liha pra²tevila p > 2
velja zelo enostavna ena£ba za ²tevilo vseh predstavitev kot r4(p) = 8S(p) = 8(p+1).
9. Ra£unalni²ki algoritem
Osnovna naloga je implementacija (£im bolj²ega) ra£unalni²kega algoritma, ki
dano naravno ²tevilo zapi²e kot vsoto ²tirih kvadratov. Zaradi vsestranske uporab-
nosti in raz²irjenosti je algoritem napisan v programskem jeziku Java.
Osnovni programski algoritem za iskanje vsote ²tirih kvadratov deluje po metodi
grobe sile. To pomeni, da so za dano naravno ²tevilo pregledane vse moºne kombi-
nacije (do prve re²itve). Ra£unanje po metodi grobe sile je £asovno zelo zamudno in
ra£unsko neu£inkovito. asovna zahtevnost za ta primer je naravnost obupna, kar
je razvidno iz rezultatov ra£unanja v tabeli 1.
Obseg ²tevil asovna zahtevnost ra£unanja (v ms)
2− 100 5
2− 1.000 29
2− 10.000 935
2− 100.000 192.061 (3 min 12 s)
2− 1.000.000 52.154.380 (14 h 29 min 14 s)
2− 2.000.000 291.068.140 (80 h 51 min 7 s)
Tabela 1. asovna zahtevnost za ra£unanje po metodi grobe sile.
Prvi pristop, da se zmanj²a potrebno ²tevilo ra£unskih operacij, je dolo£iti bolj²i
za£etni pribliºek za vsa ²tiri ²tevila vsote kvadratov in seveda hkrati zmanj²ati sam
obseg iskanja. Nobenega smisla namre£ ni, da bi pri iskanju re²itve iskali od ena pa
vse do danega ²tevila n, £e pa nam teorija govori, da ra£unsko zadostuje obseg od
najmanj²e spodnje meje do
√
n.
Tako smo se usmerili na iskanje ustrezne spodnje meje za izra£un prvih treh ²tevil
i, j in k vsote ²tirih kvadratov za dano naravno ²tevilo n, za katero bi na² algoritem
zagotovo izra£unal vsoto ²tirih kvadratov oblike i2 + j2 + k2 + t2.
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S pomo£jo obseºnega in dolgotrajnega ra£unanja vsote ²tirih kvadratov za naravna
²tevila v razponu od 2 do 108 smo ugotovili, da prvo ²tevilo i praviloma ni manj²e
od
√
n/2 za n > 104, razen morda za kon£no mnogo posebnih primerov ²tevil, pri
katerih v pra²tevilskem razcepu lahko najdemo pra²tevilo 2 na potenco, vi²jo od
sedem.
Podobno smo ugotovili, da je velikost drugega ²tevila j malenkost manj²a od
velikosti prvega ²tevila. Nadalje smo ugotovili, da je spodnjo mejo za tretje ²tevilo
prakti£no nemogo£e dolo£iti pri pogoju, da algoritem vedno pravilno izra£una vsoto
²tirih kvadratov. Tako smo oceno za spodnjo mejo ²tevila i postavili na
i >
√
n
2
,
za ²tevilo j pa
j >
√
n
4
.
Ra£unski rezultati z novimi mejami so bili zelo spodbudni, saj se je £asovna
zahtevnost ra£unanja drasti£no zmanj²ala. Rezultati so prikazani v tabeli 2.
Obseg ²tevil asovna zahtevnost ra£unanja (v ms)
2− 10.000 980 (1 s)
2− 100.000 44.241 (44 s)
2− 1.000.000 303.685 (5 min 3 s)
2− 2.000.000 1.175.124 (19 min 35 s)
2− 10.000.000 27.684.602 (7 ur 41 min 24 s)
Tabela 2. asovna zahtevnost za ra£unanje po izbolj²avi algoritma.
Pri tako nastavljenih spodnjih mejah je ra£unanje ob£utno hitrej²e, vendar pa
smo po analizi ugotovili, da je vseeno pri nekaterih primerih algoritem odpovedal in
vsote ²tirih kvadratov ni izra£unal. Pogostost napake je bila okrog deset napak na
milijon pregledanih ²tevil. Torej meje niso bile postavljene dovolj dobro.
Pri analizi dobljenih rezultatov smo tudi ugotovili, da niºanje spodnje meje za
vse primere ra£unsko ni smiselno, saj se ²tevilo in obseg ra£unskih operacij zelo
pove£ata na ra£un res majhne bolj²e zanesljivosti delovanja na²ega algoritma. Tako
se je pri zmanj²anju spodnje meje z
√
n/2 na
√
n/3 £asovna zahtevnost ra£unanja
skoraj podvojila.
Pri pregledu izra£unanih re²itev za vsoto ²tirih kvadratov od 2 do 107 smo ugoto-
vili, da se ²tevilo nepotrebnih ra£unskih operacij za naravna ²tevila n od 105 naprej
zelo pribliºa samemu ²tevilu n. Na primer, pri ²tevilu 106 sta bili oceni spodnjih mej
za prvi dve ²tevili prekora£eni za pribliºno ²tevilo 35, pri tretjem ²tevilu pa kar za
dobrih 100. To pa pomeni pribliºno dober milijon nepotrebnih dodatnih ra£unskih
operacij.
Glede na rezultate smo pri²li do sklepa, da se na²a ocena za spodnjo mejo za prvo
²tevilo vsote ²tirih kvadratov slab²a pribliºno za ²tevilo
√
log10 n.
Tako smo se odlo£ili, da bomo meje, namesto navzdol raje popravljali navzgor,
ugotovljene napake pa popravili s ponovnim ra£unanjem, vendar z ra£unsko prever-
jenimi niºjimi spodnjimi mejami. Prav tako smo ugotovili, da je smiselno omejiti
iskanje ocene tudi za tretje ²tevilo k v vsoti ²tirih kvadratov pri pogoju, da ²tevilo
napak ne zraste prek neke dolo£ene meje. Za nas je bila sprejemljiva meja okrog sto
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napak na milijon izra£unanih vsot. Za tako postavljeno mejo smo ra£unsko ugoto-
vili, da je ²tevilo potrebnega dodatnega ra£unanja £asovno manj zahtevno kot pa
niºanje spodnje meje.
Tako smo dolo£ili nove ocene za spodnjo mejo za ²tevilo i kot
i >
√
n log10 n
4
,
za ²tevilo j
j >
√
n log10 n
5
in za ²tevilo k
k >
√
n log10 n
6
.
asovna zahtevnost ra£unanja z novimi ocenami je prikazana v tabeli 3.
Obseg ²tevil asovna zahtevnost (v ms) Popravki
2− 10.000 547 0
2− 100.000 4.493 (4 s) 9
2− 1.000.000 39.320 (39 s) 38
2− 2.000.000 79.513 (1 min 20 s) 56
2− 10.000.000 1.191.753 (19 min 52 s) 152
2− 100.000.000 35.761.864 (9 h 56 min 2 s) 1336
Tabela 3. asovna zahtevnost za ra£unanje po drugi izbolj²avi algoritma.
Tudi pri tako vzetih spodnjih mejah smo ugotovili, da se ²tevilo napak nad ²te-
vilom 107 drasti£no pove£a in izjemno upo£asni ra£unanje kvadratov. Ker s takim
rezultatom nismo bili zadovoljni, smo ponovno analizirali rezultate in ²e dodatno
popravili ocene. Po preizku²anju razli£nih ocen smo z vpeljavo uteºi v oceni za
vsako od ²tevil i, j ter k uspe²no popravili predhodne ocene za spodnje meje, in
sicer za i uteº 27
i >
√
27n log10 n
20
,
za ²tevilo j uteº 25
j >
√
25n log10 n
20
in za ²tevilo k uteº 17
k >
√
17n log10 n
20
.
asovna zahtevnost z novimi nastavitvami je bila bolj²a, vendar smo pri pregledu
rezultatov ugotovili, da se tudi ta ocena z nara²£anjem ²tevila n slab²a. Dejansko je
pri ve£jih ²tevilih tudi ocena avtomati£no (numeri£no) slab²a zaradi uporabljenega
logaritma in korena. Zato smo ponovili vsa ra£unanja segmentno po potencah ²tevila
10 in za vsak interval izra£unali nove parametre za uteºi za razli£no velika ²tevila
n. Ugotovili smo, da so bili izbrani intervali preveliki, zato smo jih prepolovili.
Rezultati, ki smo jih vzeli za kon£ne, so prikazani v tabeli 4.
Na koncu sem dolºan opravi£iti ²e pristop ter re²itev. elel sem predstaviti nov ali
druga£en pristop k re²evanju problema vsote kvadratov. Pri preu£evanju literature
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Obseg ²tevil i j k asovna zahtevnost (v ms) Popravki
od 105 do 106 23 23 11 6.535 (6 s) 143
od 106 do 5 · 106 20 20 11 75.849 (1 min 16 s) 133
od 5 · 106 do 107 19 19 10 152.414 (2 min 32 s) 64
od 107 do 5 · 107 18 18 9 2.695.220 (44 min 55 s) 100
od 5 · 107 do 108 17 17 9 5.666.432 (1 h 34 min 26 s) 100
od 108 do 108 + 5 · 107 17 17 8 7.856.816 (2 h 10 min 56 s) 65
od 108 + 5 · 107 do 2 · 108 16 16 8 8.880.590 (2 h 28 min 1 s) 37
nad 2 · 108 15 15 8
Tabela 4. asovna zahtevnost za ra£unanje po izbolj²avi algoritma z uteºmi.
sem naletel na podatek, da je Fermat, kako zelo tipi£no, v pismu prijatelju zapisal,
da se najhitreje najdejo vsote kvadratov pri razcepu na pribliºno enako velika ²tevila.
Ker sem ºelel ra£unati vsoto ²tirih kvadratov na na£in, ki bo podal vsa ²tiri ²tevila
razli£na od ni£, sem sledil Fermatovemu navodilu.
Dejansko je podani algoritem u£inkovit za ra£unanje vsote kvadratov do ²tevil
velikosti 109. Za ve£ja ²tevila se v praksi izkaºe hitrej²i pristop v nasprotni smeri
iskanja re²itev, in sicer da si postavimo za zgornjo mejo
√
n in re²itev i²£emo rekur-
zivno nazaj. Tudi to metodo sem stestiral in ugotovil, da je neprimerno hitrej²a za
ra£unanje vsote kvadratov ²tirih ²tevil v primeru ra£unanja re²itve za eno podano
²tevilo. V primeru serijskega iskanja re²itev, pa je rekurzija enostavno prepoºre²na
in prepo£asna  delovni takt procesorja je vseeno vsaj dvakrat vi²ji od delovnega
takta pomnilnika.
e nekaj besed o samem ra£unanju. Za prera£unavanje smo uporabili osebni ra£u-
nalnik s ²tirijedrnim procesorjem Intel Core i7-7700K in delovnim taktom 4,20 GHz,
16 GB pomnilnika in 240 GB razpoloºljivega prostora na trdem disku tipa SSD.
Na ra£unalniku je bil name²£en 64bitni operacijski sistem Windows 7 ter Java
verzije 8 s popravkom 181. Zaradi omejitev samega ra£unalnika, s katerim smo
izvajali ra£unanja, smo morali na²e zapisovanje re²itev omejiti pri ²tevilu 5 · 108, saj
je obseg dosegel njegove prakti£ne zmogljivosti.
Rezultate smo namre£ zapisovali v LATEX datoteko tipa .tex, ki smo jo kasneje
prevedli z v (branju) uporabnej²o PDF obliko. Petdeset milijonov izra£unanih re-
zultatov je generiralo datoteko, veliko pribliºno 5,5 GB. LATEX je za prevajanje enega
milijona strani, ki je trajalo cel dan, za za£asne datoteke tipa .synctex potreboval
198 GB dodatnega prostora na trdem disku. To pa je bilo najve£, kar je zmogel
osebni ra£unalnik.
Algoritem za ra£unanje vsote ²tirih kvadratov smo prilagodili tudi za ra£unanje
vsote dveh in tudi treh kvadratov. Za ta namen smo napisali tudi rutini za prever-
janje obstoja re²itve v skladu z ugotovljenimi pogoji iz teorije.
V program smo dodali ²e algoritem za razcep danega ²tevila na prafaktorje ter
tudi algoritem za izra£un ²tevila vseh moºnih predstavitev danega naravnega ²tevila
kot vsote ²tirih kvadratov (Jaccobijev izrek). Za laºji pregled rezultatov smo tudi
napisali program, ki rezultate ra£unanja (razcep ²tevila na prafaktorje, vsoto dveh
in treh kvadratov, vsoto ²tirih kvadratov ter ²tevilo vseh predstavitev vsote ²tirih
kvadratov) zapisuje v datoteko tipa .tex in je neposredno ustrezna za prevajanje v
LATEX-u.
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Za neposredno ra£unanje vsote ²tirih kvadratov smo napisali ²e program za ope-
racijski sistem Windows, ki za vneseno ²tevilo izra£una razcep danega ²tevila na
prafaktorje in vsoto dveh, treh ali ²tirih kvadratov.
Programski jezik Java se je po na²em obseºnem ra£unanju, zaradi svoje po£asno-
sti, izkazal za neprimerno programsko orodje za resna matemati£na prera£unavanja.
Sam menim, da je za matemati£ne probleme ²e vedno najprimernej²e orodje pro-
gramski jezik Fortran, ki izhaja iz strojnega jezika in lahko ra£unske operacije izvaja
neprimerno hitreje kot katerikoli drugi programski jezik novej²e (objektne) genera-
cije. Prav tako so matematiki v preteklih sedemdesetih letih, odkar Fortran obstaja,
napisali veliko ²tevilo matemati£nih rutin, ki delujejo ²e danes.
10. Zaklju£ek
Teorija ²tevil je po mojem mnenju ena lep²ih in preglednej²ih podro£ij mate-
matike. Verjetno tudi ni naklju£je, da je eden najve£jih matematikov sploh, Carl
Friedrich Gauss, matematiko ozna£il kot kraljico znanosti, teorijo ²tevil pa kraljico
matematike!
Poleg dejstva, da operiramo z naravnimi ²tevili in i²£emo v njih lepe lastnosti,
je sama teorija ²tevil znana tudi po tem, da se ukvarja s problemi, ki jih je zelo
enostavno opisati in hkrati tudi zelo teºko re²iti. Nekatere probleme matematiki re-
²ujejo ºe ve£ stoletij in tudi problem vsote ²tirih kvadratov je bil enostavno preteºak
za mnogo velikih matematikov.
Obstaja ve£ zbirk klasi£nih nere²enih problemov teorije ²tevil. Ena bolj znanih je
periodi£na izdaja Unsolved Problems in Number Theory urednika Richarda Guya,
katerega zadnja izdaja ima prek 400 strani. To so problemi, ki ²e £akajo na re²itev
sedaj in v prihodnosti.
Teorija ²tevil med ²tudijem ni bila pogosto omenjena, zato je bil logi£en korak
preu£itev vsebine v okviru diplomske naloge. Teorija ²tevil ponuja ²tevilne izzive
raziskovanja tudi v prihodnje, predvsem v lu£i vse bolj²ih in hitrej²ih ra£unalnikov, ki
z izbolj²animi in zelo dovr²enimi algoritmi re²ujejo probleme ²tevil v okviru realnega
£asa.
Vsak ²e tako neznaten napredek pa dolgoro£no vpliva na razvoj teorije ²tevil, ki
bo ve£no presene£ala laike in matematike s svojimi lepimi lastnostmi. Vse, kar se bo
dejansko spremenilo, bo le pove£an obseg preu£evanih ²tevil. Najbrº tak²en, kot si
ga danes ne moremo niti zamisliti in vendar se tam skrivajo skriti zakladi klasi£ne
matematike.
Temo naloge smo predstavili kot smiselno in zaklju£eno celoto ter hkrati ºeleli
zajeti vse potrebne deﬁnicije, izreke in dokaze, ki jo neposredno podpirajo v jasni in
razumljivi obliki, dodali pa smo ²e nekatere zgodovinske zanimivosti in pomembne
letnice. S tem lahko bralec dobi ob£utek, kako dolgo so se nekateri matemati£ni
problemi dejansko re²evali. Na videz so ti mogo£e res zelo preprosti, dejansko pa
predstavljajo teºke matemati£ne probleme in zahtevajo veliko (nove) matemati£ne
teorije.
Ra£unalniki nam lahko le do neke mere pomagajo pri iskanju re²itev problemov
teorije ²tevil, kar se dobro kaºe tudi v dokaj u£inkovitih znanih tehnikah ro£nega
ra£unanja, na primer Fermata ali Gaussa. Nekateri rezultati so enostavni in nepred-
stavljivo lepi, tako da se £lovek lahko iskreno vpra²a, kako velik je bil um, ki stoji
za tem rezultatom, ter tudi, ali smo ob vsej dana²nji tehniki in tehnologiji, ki nam
lahko pomaga pri izra£unih, v teoriji ²tevil dejansko kaj napredovali.
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Priloga A: Programska koda programa
1 import java.io.*;
2 import static java.lang.Math.log10;
3
4 /**
5 * @author BOSTJAN BLAZIC
6 * @version 20181114
7 * @since 14-11-2018
8 *
9 * VSOTE KVADRATOV
10 * Delo diplomskega seminarja
11 * Mentor: izr. prof. dr. Primoz Moravec
12 */
13
14 public class Vsota_Stirih_Kvadratov {
15
16 /**
17 * Metoda za izracun vsote dveh kvadratov
18 * @param long n (dano stevilo)
19 * @return String vsota (vsota dveh kvadratov)
20 */
21 public static String vsotaDveh(long n) {
22 long i, j, iVsota, jVsota, obseg, zacetek;
23 String vsota = "Ne najdem !!";
24 if (n > 10000)
25 zacetek = (long)(Math.sqrt(n)/2);
26 else
27 zacetek = (long)Math.sqrt(n)/4;
28 obseg = (long)Math.sqrt(n);
29 for (i = zacetek; i <= obseg; i++) {
30 iVsota = n - i*i;
31 for (j = 0; (j <= i) && (j*j <= iVsota); j++) {
32 jVsota = iVsota - j*j;
33 if (jVsota == 0) {
34 vsota = (i+"^2 + "+j+"^2");
35 return vsota;
36 } } }
37 return vsota;
38 }
39
40 /**
41 * Metoda za izracun vsote treh kvadratov
42 * @param long n (dano stevilo)
43 * @return String vsota (vsota treh kvadratov)
44 */
45 public static String vsotaTreh(long n) {
46 long i, j, k, iVsota, jVsota, kVsota, obseg, zacetek;
47 String vsota = "Ne najdem !!!";
48 if (n > 10000)
49 zacetek = (long)(Math.sqrt(n)/2);
50 else
51 zacetek = 0;
52 obseg = (long)Math.sqrt(n);
53 for (i = zacetek+1; i <= obseg; i++) {
54 iVsota = n - i*i;
55 for (j = zacetek; (j <= i) && (j*j <= iVsota); j++) {
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56 jVsota = iVsota - j*j;
57 for (k = 0; (k <= j) && (k*k <= jVsota); k++) {
58 kVsota = jVsota - k*k;
59 if (kVsota == 0) {
60 vsota = (i+"^2 + "+j+"^2 + "+k+"^2");
61 return vsota;
62 } } } }
63 return vsota;
64 }
65
66 /**
67 * Metoda za izracun ene kombinacje vsote stirih kvadratov
68 * @param long n (dano stevilo)
69 * @return String vsota (vsota stirih kvadratov)
70 */
71 public static String vsotaStirih(long n) {
72 int utez12, utez3;
73 long i, j, k, t, iVsota, jVsota;
74 long konstanta, obseg, ocenaZaI, ocenaZaJ, ocenaZaK;
75 String vsota = "Ne najdem !!!";
76 konstanta = (long)log10(n);
77 obseg = (long)Math.sqrt(n);
78 /* postavimo parametre hitrega racunanja */
79 if (n > 100000000) {
80 utez12 = 17;
81 utez3 = 8;
82 } else if (n > 50000000) {
83 utez12 = 17;
84 utez3 = 9;
85 } else if (n > 10000000) {
86 /* za vse parametre glej izracunane konstante v tabeli 4 */
87 }
88 ocenaZaI = (long)(Math.sqrt(utez12*konstanta*n)/20);
89 ocenaZaJ = (long)(Math.sqrt(utez12*konstanta*n)/20);
90 ocenaZaK = (long)(Math.sqrt(utez3*konstanta*n)/20);
91 /* za stevila pod 10000 konstante niso racunsko smiselne */
92 if (n < 10000) {
93 ocenaZaI = (long)(obseg/4);
94 ocenaZaJ = (long)(obseg/6);
95 ocenaZaK = 0;
96 }
97 for (i = ocenaZaI; i <= obseg; i++) {
98 iVsota = n - i*i;
99 for (j = ocenaZaJ; j<=i && j*j <= iVsota; j++) {
100 jVsota = iVsota - j*j;
101 for (k = ocenaZaK; k <= j && k*k <= jVsota; k++) {
102 t = (long)Math.sqrt(jVsota - k*k);
103 if ((t <= k) && (t*t == jVsota - k*k)) {
104 vsota = (i+"^2 + "+j+"^2 + "+k+"^2 + "+t+"^2");
105 return vsota;
106 } } } }
107 /* v primeru, da ne vsote ne najde uporabimo
108 * tocnejso vendar hkrati tudi pocasnejso rutino */
109 if (vsota == "Ne najdem !!!") {
110 obseg = (long)Math.sqrt(n);
111 ocenaZaI = (long)(obseg/2);
112 ocenaZaJ = (long)(2*obseg/5);
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113 for (i = ocenaZaI; i <= obseg; i++) {
114 iVsota = n - i*i;
115 for (j = ocenaZaJ; j<=i && j*j <= iVsota; j++) {
116 jVsota = iVsota - j*j;
117 for (k = 0; k <= j && k*k <= jVsota; k++) {
118 t = (long)Math.sqrt(jVsota - k*k);
119 if ((t <= k) && (t*t == jVsota - k*k)) {
120 return (i+"^2 + "+j+"^2 + "+k+"^2 + "+t+"^2");
121 } } } } }
122 return vsota;
123 }
124
125 /**
126 * Metoda preverja obstoj vsote dveh kvadratov
127 * @param long n (dano stevilo)
128 * @return boolean (true ce obstaja, false ce ne obstaja)
129 */
130 public static boolean obstajaVsotaDveh(long n) {
131 int stevec;
132 long i;
133 for (i = 2; i * i <= n; i++) {
134 stevec = 0;
135 if (n % i == 0) {
136 /* prestejemo potence prastevil v razcepu */
137 while (n % i == 0) {
138 stevec++;
139 n /= i;
140 }
141 /* prastevilo oblike 4k+3 z liho potenco v razcepu */
142 if (i % 4 == 3 && stevec % 2 != 0)
143 return false;
144 }
145 }
146 /* ce je n prastevilo oblike 4k+3 potem razcepa ni */
147 return n % 4 != 3;
148 }
149
150 /**
151 * Metoda preverja obstoj vsote treh kvadratov
152 * @param long n (dano stevilo)
153 * @return boolean (true ce obstaja, false ce ne obstaja)
154 */
155 public static boolean obstajaVsotaTreh(long n) {
156 while (n % 4 == 0)
157 n /= 4;
158 if (n % 8 == 7)
159 return false;
160 return true;
161 }
162
163 /**
164 * Metoda razcepi dano stevilo n na zbrane prafaktorje
165 * @param long n (dano stevilo)
166 * @return String razcep (prafaktorski razcep danega stevila)
167 */
168 public static String razcepStevilaZbrano(long n) {
169 long i, obseg = (long)Math.sqrt(n);
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170 String razcep = "";
171 int koliko;
172 for (i = 2; i <= obseg; i++) {
173 koliko = 0;
174 /* delimo dokler so delitelji */
175 while (n % i == 0) {
176 koliko++;
177 n /= i;
178 }
179 if (koliko > 1)
180 razcep = razcep + Long.toString(i)+"^"+Integer.toString(koliko)+" ";
181 else if (koliko == 1)
182 razcep = razcep + Long.toString(i)+" ";
183 }
184 /* ulovimo se zadnjega delitelja */
185 if (n > 2)
186 razcep = razcep + Long.toString(n)+" ";
187 return razcep;
188 }
189
190 /**
191 * Metoda po Jacobijevem izreku izracuna stevilo vseh
192 * predstavitev danega stevila n kot vsote 4 kvadratov
193 * @param long n (dano stevilo)
194 * @return long (stevilo vseh predstavitev kot vsote 4 kvadratov)
195 */
196 public static long vsotaDeliteljevR(long n) {
197 long i, obseg = (long)Math.sqrt(n), vsota = 0;
198 /* sestejemo vse delitelje stevila n, ki niso deljivi s 4 */
199 for (i = 1; i <= obseg; i++) {
200 if (n % i == 0) {
201 if (i % 4 != 0) {
202 vsota = vsota + i;
203 }
204 if (i != n/i) {
205 if (n/i % 4 != 0) {
206 vsota = vsota + n/i;
207 } } } }
208 return 8 * vsota;
209 }
210
211 /**
212 * Metoda zbere vse rezultate metod tega programa
213 * @param long min (zacetno stevilo)
214 * @param long max (koncno stevilo)
215 * @param String imeDatoteke (ime datoteke za zapis rezultatov)
216 * @return datoteka (datoteka z rezultati)
217 */
218 public static void zbirnikRezultatovTxT(long min, long max, String imeDatoteke)
219 throws Exception {
220 long n;
221 String vrstica;
222 PrintWriter datoteka = new PrintWriter(imeDatoteke+".txt", "UTF-8");
223 datoteka.println("Bo²tjan Blaºi£");
224 datoteka.println("Vsote kvadratov naravnih ²tevil");
225 datoteka.println("Delo diplomskega seminarja");
226 datoteka.println("Mentor: izr. prof. dr. Primoº Moravec");
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227 datoteka.print("n:Razcep:Vsota dveh:Vsota treh:Vsota ²tirih:r_4(n)");
228 for (n = min; n <= max; n++) {
229 vrstica = "";
230 vrstica = vrstica + Long.toString(n) + " : ";
231 vrstica = vrstica + razcepStevilaZbrano(n) + " : ";
232 if (obstajaVsotaDveh(n))
233 vrstica = vrstica + vsotaDveh(n) + " : ";
234 else
235 vrstica = vrstica + " : ";
236 if (obstajaVsotaTreh(n))
237 vrstica = vrstica + vsotaTreh(n) + " : ";
238 else
239 vrstica = vrstica + " : ";
240 vrstica = vrstica + vsotaStirih(n) + " : ";
241 vrstica = vrstica + vsotaDeliteljevR(n);
242 datoteka.println(vrstica);
243 }
244 datoteka.close();
245 }
246
247 /**
248 * Glavna metoda
249 * Potrebna parametra za izvajanje rutine sta samo zacetno ter
250 * koncno stevilo za izracun vsot dveh, treh in stirih kvadratov
251 */
252 public static void main(String[] args) throws Exception {
253 /* nastavi parametre nStart, nKonec in imeDatoteke */
254 long nStart = 2;
255 long nKonec = 1000000;
256 long start, end;
257 String imeDatoteke = "Vsote_LaTeX";
258 start = System.currentTimeMillis();
259 zbirnikRezultatovTxT(nStart,nKonec,imeDatoteke);
260 end = System.currentTimeMillis();
261 System.out.println("Cas racunanja:" + (end-start));
262 System.out.println();
263 System.out.println("Konec");
264 }
265 }
Slovar strokovnih izrazov
congruent kongruentno
composite sestavljeno
decomposition razcep
integer celo ²tevilo
number theory teorija ²tevil
pigeonhole principle Dirichletovo na£elo
prime pra²tevilo
quadratic form kvadratna forma
quadratic residues kvadratni ostanki
residue ostanek
relatively prime tuji ²tevili
sum of squares vsota kvadratov
ternary form troji²ka forma
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